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Re´sume´
L’arthroplastie de la hanche par prothe`se non cimente´e est une solution couramment
employe´e pour les patients rencontrant des proble`mes du syste`me locomoteur. Une
telle solution pre´sente toutefois un inconve´nient majeur, souligne´ par tous les uti-
lisateurs : le manque de stabilite´ primaire de la prothe`se. Or, cette faiblesse peut
provoquer des complications graves, voire l’e´chec de l’ope´ration chirurgicale. Par
conse´quent, parvenir a` une bonne fixation primaire est un point crucial de ce type
d’ope´ration chirurgicale pour assurer cliniquement une satisfaction a` court et long
terme.
Dans le but de mieux appre´hender cette proble´matique centrale, une piste pre´ope´ra-
toire a e´te´ adopte´e. Un mode`le e´le´ments finis permettant de de´crire le comportement
me´canique du syste`me couple´ « os-prothe`se non cimente´e : DePuy Corail® » a e´te´
de´veloppe´ et valide´ par des expe´rimentations in vitro. Puis, pour tenir compte de
la forte variabilite´ des parame`tres du mode`le, inhe´rente a` la nature meˆme du pro-
ble`me, une mode´lisation stochastique de ces derniers a e´te´ introduite et une strate´gie
me´cano-probabiliste propose´e, destine´e d’une part a` quantifier en termes probabi-
listes l’effet sur la re´ponse des incertitudes affectant les parame`tres du mode`le, et
d’autre part a` e´valuer la stabilite´ primaire du syste`me os-prothe`se en contexte fia-
biliste. La mise en œuvre pratique de cette approche a e´te´ re´alise´e a` l’aide d’outils
nume´riques base´s sur la me´thode de Monte-Carlo standard et une proce´dure de
collocation stochastique.
L’originalite´ du travail pre´sente´ re´side avant tout dans la proposition d’une me´tho-
dologie probabiliste capable de prendre en compte les incertitudes dans la proble´-
matique de la stabilite´ primaire des prothe`ses de hanche non cimente´es. Elle tient
e´galement dans la potentialite´ de cette me´thodologie a` eˆtre facilement transplantable
en contexte industriel.
Mots-cle´s : Stabilite´ primaire, Prothe`se de hanche non cimente´e, Mode`le e´le´ments
finis, Propagation des incertitudes, Fiabilite´, Approche probabiliste

Abstract
The hip arthroplasty with cementless hip prosthesis is a solution usually used for
the patients suffering the problems of the musculoskeletal system. However, such
a solution has a major disadvantage, pointed by all users : the lack of primary
stability of the prosthesis. This weakness can cause serious complications or failure
of the surgery. Therefore, to achieve a good primary fixation is a crucial point of this
type of surgery to ensure a short and a long term clinical satisfaction.
In order to better understand this central issue, a preoperative track is adopted.
A finite element model to describe the mechanical behavior of the coupled system
“femur-cementless prosthesis : DePuy Corail®”has been created and validated by the
experiments in vitro. Then, in order to take into account the high variability of model
parameters, inherent to the nature of the problem, the stochastic modeling of random
input parameters has been introduced and a mechanical-probabilistic strategy has
been proposed, on the one hand to quantify, in probabilistic terms, the effect, on
the response, of the uncertainties affecting the input parameters of the model, and
on the other hand to evaluate the primary stability of the bone-prosthesis system in
reliability context. The practical implementation of this approach is realized by using
the numerical tools based on the standard Monte Carlo method and the stochastic
collocation procedure.
The originality of the work presented is primarily in the proposition of a probabilistic
methodology capable of taking into account the uncertainties in the problem of
primary stability of cementless hip prostheses. It also lies in the potentiality of this
methodology to be transplantable easily in industrial context.
Keywords : Primary stability, Cementless hip prosthesis, Finite element model,
Propagation of uncertainties, Reliability, Probabilistic approach
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Introduction
Depuis de nombreuses anne´es, graˆce notamment aux progre`s de la me´decine,
l’espe´rance de vie a` la naissance ne cesse de s’allonger. En janvier de cette anne´e,
l’INSEE 12 a publie´ son bilan de´mographique 2009. L’espe´rance de vie est de´sormais
de 77, 8 ans pour les franc¸ais et de 84, 5 ans pour les franc¸aises et 29.4% de la
population franc¸aise est aˆge´e de 55 ans et plus.
Par conse´quent, l’arthrose et les de´gradations de l’articulation coxo-fe´morale
qui touchent majoritairement les personnes aˆge´es sont devenues un proble`me de
sante´ publique majeur. L’usure du cartilage, ce pre´cieux reveˆtement qui permet le
glissement harmonieux de la teˆte du fe´mur a` l’inte´rieur de la cavite´ cotylo¨ıdienne
entraˆıne un dysfonctionnement de l’articulation. De plus, ce symptoˆme est souvent
combine´ avec d’autres complications comme des douleurs intenses. Pour le traiter,
les me´dicaments ne sont pas toujours suffisants et le recours a` une arthroplastie de
la hanche est re´gulie`rement ne´cessaire. Les plus jeunes sont e´galement concerne´s.
Leurs pathologies se multiplient en raison des nouveaux modes de vie et de travail,
elles s’aggravent aussi par certaines pratiques sportives de´sastreuses. Beaucoup de
sports, comme par exemple, le football, le basket-ball, le ski, voire tout simplement
le jogging, sollicitent vivement les hanches. Dans ce cas, ce sont les mouvements
brutaux, les changements de direction, les aller et retour rapides, les blocages a`
la re´ception d’un saut et cetera, qui font porter aux hanches une charge pouvant
atteindre dix fois le poids du corps.
En l’absence de traitement conservateur satisfaisant, la prothe`se de hanche est
ge´ne´ralement propose´e aux patients dans le but de retrouver toute leur mobilite´ et
d’ame´liorer leur qualite´ de vie.
12. INSEE : Institut National de la Statistique et des E´tudes E´conomiques (www.insee.fr)
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Ainsi, le marche´ des implants orthope´diques est en pleine expansion. En france,
un peu plus de 138000 arthroplasties de hanche ont e´te´ re´alise´es en 2005 [Pibouleau 07].
Les Prothe`ses Totales de Hanche (PTH) peuvent eˆtre classe´es en fonction de
la technique de fixation de l’implant. On distingue alors les PTH cimente´es et les
PTH non cimente´es.
Le travail pre´sente´ dans ce me´moire est consacre´ aux PTH non cimente´es qui
pre´sentent l’avantage d’une fixation biologique entre l’os et l’implant. En contre-
partie, le manque de stabilite´ primaire, en d’autres termes, le manque de fixite´
caracte´rise´ par des de´placements relatifs irre´versibles de la tige fe´morale a` l’inte´-
rieur du fe´mur pendant les jours suivant l’ope´ration, peut engendrer plusieurs effets
ne´fastes : perturbation des processus de formation de l’os autour de l’implant ; for-
mation d’une couche de tissu fibreux pe´riprothe´tique, apparition de la douleur de
cuisse. Une conse´quence possible est alors le descellement aseptique de la prothe`se
et donc l’e´chec de l’ope´ration chirurgicale.
La proble´matique centrale de ce travail concerne l’e´tude me´cano-probabiliste de
la stabilite´ primaire d’une prothe`se de hanche non cimente´e.
Le chapitre 1 pre´sente une e´tude bibliographique approfondie de la biome´ca-
nique des prothe`ses de hanche et de´crit la notion de stabilite´ primaire. Il pre´sente
e´galement un e´tat de l’art des applications de la me´canique probabiliste aux pro-
the`ses de hanche.
Le mode`le e´le´ments finis de´terministe permettant de de´crire le comportement
me´canique du syste`me couple´ « fe´mur-prothe`se non cimente´e » est pre´sente´ dans
le chapitre 2. La prothe`se mode´lise´e est la prothe`se Corail®, sans appui de´veloppe´e
et fabrique´e par notre partenaire industriel DePuy Orthopaedics. Des essais in-vitro
re´alise´s sur huit couples « fe´mur humains-prothe`se non cimente´e » ont e´te´ effectue´s
a` Lyon par Guillaume Demaey, e´tudiant en me´decine, en collaboration avec DePuy
et avec les pre´cieux conseils du Dr. Tarik Aı¨t Si Selmi, chirurgien orthope´diste spe´-
cialiste de la hanche (cf. Annexe A). Les re´sultats de ces essais sont utilise´s afin
de valider le mode`le me´cano-nume´rique de´terministe propose´. Enfin, a` partir de la
de´finition du proble`me de stabilite´ primaire et des informations concernant la va-
riabilite´ de certains parame`tres du mode`le expose´es au chapitre 1, nous de´finissons
les parame`tres incertains du mode`le puis la variable de controˆle et le crite`re de de´-
faillance associe´ a` prendre en compte pour mettre en œuvre une approche fiabiliste
de la stabilite´ primaire de la prothe`se.
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Dans le chapitre 3, nous de´taillons les mode`les stochastiques retenus pour de´crire
la variabilite´ ale´atoire des parame`tres incertains du mode`le me´canique, puis, apre`s
avoir de´fini les e´ve´nements de de´faillance et de se´curite´ destine´s a` caracte´riser la
stabilite´ primaire de l’implant, nous exposons la me´thodologie probabiliste propose´e
pour e´valuer cette dernie`re.
Le chapitre 4 e´value la me´thodologie propose´e au travers de quelques applica-
tions nume´riques destine´es a` illustrer les possibilite´s des me´thodes expose´es dans le
chapitre 3. Ces applications sont toutes relatives au mode`le me´cano-nume´rique du
syste`me couple´ « fe´mur-prothe`se non cimente´e : DePuy Corail® » de´crit dans le
chapitre 2 et leur pre´sentation est subdivise´e en trois parties. La premie`re est cen-
tre´e sur l’analyse de la propagation des incertitudes. On y quantifie l’influence de la
variabilite´ ale´atoire des parame`tres incertains sur les premiers moments et sur la loi
(densite´ de probabilite´, fonction de re´partition) de la variable ale´atoire de controˆle
W . Ces divers calculs sont re´alise´s a` l’aide de la me´thode de Monte-Carlo standard
(pour les moments et pour la loi) et de la me´thode de collocation stochastique (pour
les moments). La deuxie`me partie concerne l’analyse fiabiliste du syste`me couple´ os-
prothe`se. Plusieurs situations sont conside´re´es, oriente´es vers l’e´tude de l’influence
de certaines caracte´ristiques des parame`tres ale´atoires sur la fiabilite´, e´value´e soit au
travers de l’indice de Hasofer-Lind, soit au travers de la probabilite´ de de´faillance.
Les trois me´thodes de Monte-Carlo pre´conise´es pour le calcul de la probabilite´ de
de´faillance font e´galement l’objet d’une e´tude comparative dans cette partie. La
troisie`me partie est consacre´e a` une analyse de sensibilite´ locale destine´e a` e´valuer,
par le biais des facteurs d’importance, le poids de chaque parame`tre ale´atoire sur la
valeur estime´e de l’indice de Hasofer-Lind.
Enfin, nous dressons les conclusions et perspectives de ce travail.
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Chapitre 1
E´tat de l’art
Ce chapitre rassemble un certain nombre d’e´le´ments bibliographiques se rapportant
a` la biome´canique de la prothe`se de hanche.
La premie`re partie est consacre´e a` l’anatomie de l’articulation de la hanche, et
a` la prothe`se totale de hanche ainsi qu’a` l’arthroplastie. Une comparaison entre les
deux types de prothe`ses de hanche est ensuite propose´e pour mieux cibler le sujet a`
e´tudier. Ainsi, sera pre´sente´e la proble´matique importante de la stabilite´ primaire
lie´e a` la prothe`se de hanche non cimente´e. La pre´vision et l’e´valuation de la stabilite´
primaire d’une prothe`se de hanche non cimente´e seront de´taille´es, cette e´tude nous
conduira a` une piste pre´ventive, en utilisant le mode`le nume´rique destine´ a` atteindre
une meilleure compre´hension de cette proble´matique.
E´tant donne´ que le domaine de la biome´canique est par essence un domaine de va-
riabilite´s, la deuxie`me partie se focalise sur l’application de la me´canique probabiliste
en biome´canique de la prothe`se de hanche. Un e´tat de l’art de ce type d’application
sera de´crit synthe´tiquement.
Pour comple´ter cette e´tude bibliographique, un constat concis se trouvera a` la fin
de ce chapitre.
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1.1 Biome´canique de la prothe`se de hanche
1.1.1 Hanche (Articulation coxo-fe´morale)
La hanche, ou plus pre´cise´ment, l’articulation coxo-fe´morale est l’une des plus
importantes articulations humaines. En effet une seule articulation assure la liaison
du membre infe´rieur avec le tronc. Cette articulation de calibre important a une
double fonction de stabilite´ et de mobilite´ [Bonnel 03]. Elle doit eˆtre tre`s stable,
supporter le poids du corps et eˆtre profonde´ment emboˆıte´e. Il lui faut, de plus, per-
mettre des mouvements dans toutes les directions : la flexion, l’extension, l’abduction
(mouvement qui e´carte un membre du plan sagittal du corps), l’adduction (mouve-
ment qui rapproche un membre du plan sagittal du corps), les rotations late´rale
et me´diale, et la circumduction (mouvement de rotation autour d’un axe ou d’un
point central). Concre`tement il faut pouvoir marcher, courir, s’asseoir, s’accroupir et
cetera. En anatomie descriptive, nous devons dire que la hanche assure la jonction
entre le bassin et le membre infe´rieur [Castaing 84].
Pour respecter les impe´ratifs de stabilite´ et de mobilite´, un seul type articulaire
est utilisable : la rotule. Chez l’homme, la hanche (cf. Figure 1.1) est la plus parfaite
des articulations du type rotule : elle est constitue´e d’une sphe`re, la teˆte fe´morale
(extre´mite´ he´misphe´rique du fe´mur), solidement emboˆıte´e dans une cavite´ sphe´rique,
appele´e l’ace´tabulum. Cette cavite´ articulaire de l’os iliaque, situe´e de chaque coˆte´ du
bassin, s’appelle aussi le cotyle. Les mouvements articulaires se font par glissement
entre ces composants osseux.
Dans cette jointure synoviale et sphe´ro¨ıdale, la teˆte fe´morale est recouverte
de cartilage hyalin qui facilite le glissement des diffe´rentes parties osseuses et leur
mouvement. Elle repre´sente deux tiers de sphe`re, avec une de´pression centrale ou`
s’inse`re le ligament rond [Gosling 03].
Cette teˆte surmonte le col fe´moral dont la base aboutit au coˆte´ me´dial du grand
trochanter. L’ace´tabulum est une profonde cavite´ avec une surface articulaire en
forme de C (cf. Figure 1.2), e´galement encrouˆte´e de cartilage hyalin, entourant une
partie non articulaire, remplie de graisse, dont le pourtour donne attache a` la base
du ligament de la teˆte fe´morale (cf. Figure 1.3). L’ace´tabulum s’ouvre vers le bas, au
niveau de l’incisure ace´tabulaire, ou` les vaisseaux, surmonte´s par le ligament trans-
verse de l’ace´tabulum, entrent dans l’articulation. Un bourrelet fibro-cartilagineux,
adhe´rant au pourtour de l’ace´tabulum et au ligament transverse, contribue a` aug-
menter la profondeur de la cavite´.
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Figure 1.1 – Coupe longitudinale de l’articulation coxo-fe´morale
Figure 1.2 – Surfaces articulaires de la hanche comprenant l’ace´tabulum et la teˆte fe´morale
1.1.2 Prothe`se Totale de Hanche (PTH) & Ope´ration
L’arthroplastie de hanche a connu durant ces trente dernie`res anne´es un essor
prodigieux. Elle est ainsi devenue l’une des interventions orthope´diques les plus cou-
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Figure 1.3 – Aspect inte´rieur de la hanche vu par de´sarticulation apre`s section des liga-
ments et de la capsule
ramment pratique´es. En 2005, un peu plus de 138000 arthroplasties de hanche ont
e´te´ re´alise´es en France, dont 120000 arthroplasties de premie`re intention et 18000
de reprise. Parmi les 120000 actes de premie`re intention, 97400 ont e´te´ re´alise´s avec
des Prothe`ses Totales de Hanche (PTH), et 22600 avec des prothe`ses fe´morales
[Pibouleau 07]. A` la suite du vieillissement de la population et d’une espe´rance de
vie plus e´leve´e, ce chiffre ira certainement en augmentation.
Les prothe`ses de hanche sont destine´es a` prendre en charge les pathologies sui-
vantes :
– Les coxopathies symptomatiques, parmi lesquelles figurent au premier rang
par le nombre, les coxarthroses, primitive ou secondaire, suivies des autres
atteintes articulaires, rhumatismales, vasculaires me´taboliques ou tumorales,
notamment lorsque les me´dicaments sont devenus inefficaces ;
– Les fractures de l’extre´mite´ proximale du fe´mur. Elles se classent en fractures
cervicales vraies versus fractures de la re´gion trochante´rienne. Il est important
de rappeler et de diffe´rencier les deux grands types de pathologies dans les
fractures de l’extre´mite´ supe´rieure du fe´mur, qui sont les fractures du col
fe´moral et les fractures de la re´gion trochante´rienne (appele´es commune´ment
fractures pertrochante´riennes, c’est-a`-dire passant par le trochanter, dans ces
derniers cas, l’oste´osynthe`se est parfois privile´gie´e selon la situation).
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Dans le cas des coxopathies, seules sont utilise´es les PTH. En traumatologie,
le choix s’effectue entre les PTH et les prothe`ses fe´morales, ne remplac¸ant que le
versant fe´moral de l’articulation.
Compte tenu de la gravite´ des conse´quences des coxopathies symptomatiques
et des fractures du col fe´moral, de leur incidence e´leve´e dans la population aˆge´e, et
de l’absence de traitement conservateur satisfaisant, les prothe`ses de hanche ont un
inte´reˆt de sante´ publique.
Une PTH (cf. Figure 1.4) est constitue´e par l’association d’une tige fe´morale,
implante´e dans le canal me´dullaire du fe´mur, a` l’extre´mite´ de laquelle est emboˆıte´e
via un coˆne morse une teˆte fe´morale, et d’une cupule fixe´e dans l’ace´tabulum par
l’interme´diaire d’un insert articulaire amovible.
Figure 1.4 – Composants d’une prothe`se totale de hanche
L’intervention chirurgicale a pour but de remplacer l’articulation de´fectueuse de
la hanche par ce dispositif articulaire interne : la PTH. Cet appareillage permet un
fonctionnement quasi normal, et, en tout cas de pratiquer la marche.
De fac¸on un peu sche´matique, l’ope´ration orthope´dique est illustre´e sur la figure
1.5. Elle commence par la se´paration de l’articulation de la hanche. La teˆte fe´morale
endommage´e est excise´e, et le cartilage ne´crotique est aussi enleve´. Puis une cupule
est fixe´e dans le cotyle. En vue d’ame´liorer le frottement entre la teˆte fe´morale et la
cupule, un insert articulaire est ensuite positionne´ dans cette capsule. Selon la taille
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pre´de´finie de la tige fe´morale, l’e´tape suivante consiste a` pre´parer la cavite´ me´dullaire
dans le fe´mur. Des raˆpes ade´quates de dimensions croissantes sont successivement
introduites dans la diaphyse fe´morale. La dernie`re raˆpe, se bloquant dans le fe´mur,
de´signe la taille de´finitive de la tige fe´morale. La tige fe´morale est donc inse´re´e dans
cette cavite´, puis la teˆte est assemble´e. Enfin, l’articulation artificielle de la hanche
est reconstruite.
Figure 1.5 – Arthroplastie de la prothe`se totale de hanche
1.1.3 PTH cimente´e & PTH non-cimente´e et leur compa-
raison
Les prothe`ses totales de hanche peuvent eˆtre classe´es en plusieurs cate´gories
suivant diffe´rents crite`res, comme par exemple, selon leur mode de fixation, les ma-
te´riaux constitutifs, le couple de frottement prothe´tique, la forme des implants, et
cetera. Actuellement, si nous adoptons le crite`re le plus courant, c’est-a`-dire, en
fonction de la technique de fixation de l’implant, les prothe`ses totales de hanche se
diffe´rencient en deux types : PTH cimente´e et PTH non cimente´e.
Historiquement, ce sont les fre`res Judet 1 qui conc¸urent, en 1946 en France, la
1. Jean Judet et Robert Judet.
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premie`re prothe`se fe´morale [Vayre 09]. En 1951, le chirurgien Mac Kee implanta
pour la premie`re fois une prothe`se totale de hanche non cimente´e. Ensuite, en 1958,
c’est le professeur John Charnley qui est a` l’origine d’une ve´ritable re´volution dans
le monde de la PTH. C’est en novembre 1962, a` la suite de multiples travaux
sur la fixation cimente´e des implants dans l’os et sur les couples de friction, et
en outre, fort de l’expe´rience malheureuse des cupules en te´flon (1959 1962), que
John Charnley implantait sa premie`re prothe`se totale de hanche cimente´e a` faible
friction. Ainsi, pour la premie`re fois, il cimentait dans la cavite´ ace´tabulaire une
cupule en polye´thyle`ne de haute densite´ dans laquelle venait s’articuler une bille
d’acier de calibre 22.25 mm (7/8 de pouce), de´finissant de ce fait la « Low Friction
Arthroplasty » que nous connaissons aujourd’hui [Delaunay 99].
Bien entendu, le ciment dont il est question ici n’a e´videmment rien a` voir avec
celui employe´ pour construire les maisons, il s’agit de la re´sine acrylique (polyme´tha-
crylate de me´thyle, PMMA), e´galement connu sous la marque brevete´e Plexiglas®).
C’est une colle particulie`rement efficace qui permet de maintenir les e´le´ments consti-
tuant de la prothe`se [Ku¨hn 03].
Un certain nombre d’e´tudes a de´ja` de´montre´ que la prothe`se cimente´e pos-
se`de une performance clinique, en terme de la survie de prothe`se, assez remarquable
[Kay 95, Katz 97, Chiron 00, Rousseau 04, Eugene 05]. De plus, d’une manie`re ge´-
ne´rale, la PTH cimente´e est relativement moins couˆteuse que la PTH non cimente´e
dans de nombreux cas [Bourne 94a, Yates 06].
En revanche, cinq inconve´nients sont identifie´s :
1. Le ciment joue un roˆle important sur la ne´crose thermique de l’os et il endom-
mage la circulation sanguine locale [Wang 95, Hansen 03].
2. Des re´tre´cissements du ciment au cours de la polyme´risation [Lewis 97] peuvent
provoquer l’affaiblissement de l’interface ciment-prothe`se [Breusch 03].
3. On constate souvent une incohe´rence sur le plan de la rigidite´ entre le ciment
et les tissus osseux contigue¨s [Harrigan 92], rendant la liaison entre l’os et le
ciment peu fiable.
4. Le manteau de ciment, l’interface os-ciment et l’interface ciment-implant, ces
sont les trois zones faibles. La de´faillance locale, dans ces trois zones, par frac-
ture conduit a` une re´action inflammatoire qui peut se ge´ne´raliser et entraˆıner
le descellement de la prothe`se [Gardiner 94, Waide 04]
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5. Les particules de ciment peuvent interagir avec les tissus environnants, peuvent
provoquer des tissus pe´riprothe´tiques inflammatoires et augmenter la destruc-
tion osseuse [Bauer 99, Jacobs 01, Agarwal 04].
Disons que, a` long terme, le ciment se de´grade sous l’effet du mouvement et
de l’usure entraˆınant une modification de ses caracte´ristiques me´caniques (cf. Fi-
gure 1.6). L’un ou la combinaison des inconve´nients pre´sente´s peuvent provoquer
un descellement aseptique de la prothe`se cimente´e. En l’occurrence, ce descellement
aboutit tre`s probablement a` l’e´chec de l’ope´ration et a` une reprise chirurgicale com-
plique´e parfois tre`s de´licate [Cartillier 00, Issack 03, Pe´rez 06a].
Figure 1.6 – De´gradation du ciment a` l’origine d’un descellement de tiges cimente´es
[Mohler 95] (Radiographies de 0-18-21-33-45 mois apre`s l’arthroplastie de la hanche)
La fixation par ciment biologique re´sout le proble`me de stabilite´ des prothe`ses de
hanche. L’expe´rience de la communaute´ chirurgicale et des physiothe´rapeutes contri-
bue au succe`s global de l’arthroplastie de la hanche [Wroblewski 93]. Cependant cer-
tains e´le´ments, comme l’aˆge des patients et leur pathologie, vont progressivement
modifier l’utilisation syste´matique du ciment.
Auparavant, la dure´e de vie d’une prothe`se e´tait de 5 voire 10 ans, ce qui la
re´servait particulie`rement aux personnes les plus aˆge´es. Au fur et a` mesure des
changements de situation, il devient de moins en moins admissible de souffrir d’une
maladie de la hanche, aussi les patients, dont l’aˆge est infe´rieur a` 50 ans, voire 60
ans, constituent-ils un sous-groupe aux caracte´ristiques et spe´cificite´s particulie`res
[Sarmiento 90, Delaunay 05, Petsatodes 05, Archibeck 06, Ha 07].
En effet, ces patients ont habituellement une activite´ physique encore soutenue
au moment de l’implantation de la prothe`se, et l’usure des surfaces de frottement est
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de ce fait augmente´e. De plus, leur espe´rance de vie importante les rend d’autant plus
susceptibles d’avoir a` subir une reprise de leurs implants [Kerboull 04, Wettstein 05].
La dure´e de vie de la prothe`se est un crite`re de choix important pour la ma-
jorite´ des patients de plus en plus jeunes [Pourreyron 08a]. Le travail demande´ a`
l’articulation artificielle est de plus en plus proche d’une articulation normale avec
une reprise d’activite´ rapide et parfois intense [Lavigne 08, Pourreyron 08b]. L’os
humain, surtout chez le jeune sujet, est une structure e´volutive en perpe´tuelle acti-
vite´ de remodelage en fonction des contraintes biome´caniques lie´es a` la marche et a`
l’effort [Epinette 04, Eskelinen 05].
Le ciment acrylique, et a fortiori les inconve´nients e´voque´s pre´ce´demment lie´s
au ciment, se trouve donc peu adapte´ a` ces nouvelles conditions. Par conse´quent, la
PTH cimente´e est de moins en moins utilise´e.
Entre 1970 et 1980, diffe´rentes propositions de fixation de la tige fe´morale sans
ciment voient le jour : Judet en France (1971) ; Lord en Angleterre (1974) ; Engh aux
E´tats-Unis (1977) ; Zweimu¨ller en Autriche (1979). Les PTH non cimente´es ont e´te´
implante´es et se sont re´pandues depuis le choix de H. Wagner en 1987 2 [Epinette 94].
La PTH non cimente´e posse`de de nombreux avantages [Dirksmeier 00, Tanzer 01,
Emerson 02, Laupacis 02, Lyu 03, Cimbrelo 03, Butler 05, Grant 05, Swanson 05,
Stro¨m 06, Epinette 08, Cohen 09] :
1. La conservation du capital osseux graˆce a` une meilleure transmission des
contraintes ;
2. La disparition du risque du choc au ciment lors de la pose de prothe`se ;
3. Le repositionnement de l’implant en perope´ratoire ;
4. La possibilite´ d’appui imme´diat en postope´ratoire ;
5. L’extraction aise´e de la prothe`se pendant les quatre premiers mois d’implan-
tation en cas d’infection pre´coce ou de luxation re´cidivante ;
6. La dure´e de vie beaucoup plus longue par rapport a` la PTH cimente´e chez le
sujet jeune.
2. H. Wagner, 1987, Revision prosthesis for the hip joint in severe bone loss, Der Orthopa¨de
(in German) 16 (1987), pp. 295-300.
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En fait, la technique de fixation sans ciment, encore appele´e pose par press-
fit, est un proce´de´ d’assemblage commune´ment utilise´ dans le domaine industriel.
L’exemple le plus connu provient de la liaison de deux e´le´ments par un syste`me de
coˆne morse. C’est aussi le moyen retenu pour assurer la stabilite´ primaire d’une tige
fe´morale sans ciment [Green 99].
En effet, le volume de la prothe`se non cimente´e est le´ge`rement supe´rieur a` celui
de la dernie`re raˆpe utilise´e. Concre`tement, dans la technique chirurgicale courante,
la surface de la section transversale de la raˆpe est environ 3% plus petite que celle
de l’implant, la valeur de press-fit varie donc entre 0.02 mm et 0.5 mm [Otani 95,
Ramamurti 97]. Il a e´te´ de´montre´ re´cemment qu’il suffit d’avoir 0.05 mm de press-fit
pour obtenir une fixation primaire optimale [Abdul-Kadir 08].
Figure 1.7 – Coupe de l’interface os-prothe`se non cimente´e
Dans l’univers de la PTH non cimente´e, la tige fe´morale est souvent reveˆ-
tue d’une surface poreuse qui permet une inte´gration aise´e a` l’os (cf. Figure 1.7)
[Kang 00, Svehla 00, Kawamura 01].
De plus, avec un fin reveˆtement (0.155 ± 0.035 mm) de biomate´riau particu-
lie`rement performant qu’est l’hydroxyapatite. Cette oste´oconductrice favorise une
bonne oste´ointe´gration prothe´tique afin d’ame´liorer la stabilite´ primaire et secon-
daire [Geesink 95, Onsten 98, Hayashi 99, Tonino 00, Palm 02, Bode´n 06, Panisello 09].
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1.1.4 Stabilite´ primaire
La stabilite´ primaire de la prothe`se de hanche correspond a` la stabilite´ de la tige
fe´morale dans l’os receveur lors de la phase biologique d’oste´ogene`se. Cette phase
d’oste´ointe´gration au cours de laquelle l’os s’approprie petit a` petit la tige dure
approximativement 45 jours apre`s l’ope´ration.
Tous les chirurgiens s’accordent a` dire que parvenir a` une bonne fixation primaire
est un point crucial en arthroplastie de la hanche non cimente´e pour assurer un
re´sultat clinique satisfaisant a` court et long terme [Malchau 00].
The´oriquement, la stabilite´ primaire est de´finie comme la limitation a` une valeur
critique du de´placement dans les trois dimensions au niveau de l’interface os-prothe`se
mais dans la re´alite´, les choses sont beaucoup plus complique´es.
En effet, pour que le processus d’oste´ogene`se se mette en place, le tissu osseux
doit eˆtre sollicite´ faute de quoi l’os ne se re´ge´ne`re pas. Les micromouvements sont
donc indispensables entre la tige et l’os. Ne´anmoins, lorsque ces mouvements relatifs
deviennent trop importants donc irre´versibles, ils entraˆınent la migration de la tige
dans le fe´mur provoquant ainsi des dysfonctionnements me´caniques de l’articulation
de la hanche et des conse´quences telles que la perturbation du processus d’oste´oin-
te´gration par la formation d’une couche de tissu fibreux pe´riprothe´tique provoquant
des douleurs de cuisse. Alors, les sujets compensent et il n’est pas rare d’observer
des conse´quences fonctionnelles au niveau d’autres articulations comme le genou
par exemple ou des descellements aseptiques de la tige amenant a` une reprise chi-
rurgicale ine´vitable [Pilliar 86, Phillips 90, Burke 91, Engh 92, Otani 92, Søballe 92,
Bourne 94b, Harris 95, Bert 96, Huo 97, Jasty 97, Petersilge 97, Mont 99, Kim 99,
Stea 02, Marshall 04, Herberts 04, Christensen 08].
Deux types de de´placements sont donc de´finis [Schneider 89] :
– « Dynamic motion (dM) » : correspond au de´placement re´versible de la tige
fe´morale dans l’os en re´ponse aux cycles de la vie courante imprime´s sur
la prothe`se donc a` des micromouvements dynamiques de l’implant utiles a`
l’oste´ogene`se.
– «Total motion (tM) » : est le terme consacre´ lorsque l’on parle du de´placement
irre´versible de la tige fe´morale entraˆınant l’enfoncement de l’implant dans le
fe´mur.
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Dans la litte´rature, la stabilite´ primaire des prothe`ses de hanche non cimente´es
est de´finie comme e´tant la norme du de´placement relatif au niveau de l’interface
os-prothe`se sous chargement physiologique [Hua 94, Bu¨hler 97]. Au-dela` d’un cer-
tain seuil [Cristofolini 06], le de´placement est conside´re´ comme irre´versible et la tige
fe´morale comme instable.
A` l’occasion de la SOFCOT 3 1997, la survie de 1206 PTH primaires (re´visions
exclues, pe´riode de 1975 a` 1994), dont 55% d’implants non cimente´s, e´tait de 88% a`
10 ans pour l’e´ve´nement « re´vision pour de´faillance me´canique » (fracture, usure et
descellement aseptique) de la prothe`se de hanche non cimente´e.
Concernant les 1419 PTH primaires des se´ries du symposium SFHG 4 2004
(pe´riode de 1975 a` 2003), dont 78% d’implants non cimente´s, les survies a` 10 ans
e´tait environ 90% pour l’e´ve´nement « re´vision pour descellement aseptique » de la
prothe`se non cimente´e.
Dans le registre sue´dois 5 2003, sur 5163 PTH primaires (pe´riode de 1992 a`
2002), dont 53% d’implants non cimente´s, la survie a` 10 ans e´tait de 88% pour
l’e´ve´nement « re´vision pour descellement aseptique » de l’implant non cimente´e.
La pose non cimente´e pre´sente, comme nous l’avons vu pre´ce´demment, l’im-
mense avantage d’une fixation biologique et e´carte les risques lie´s au ciment. En
revanche, la re´ussite de l’ope´ration re´side dans le fait d’obtenir tre`s rapidement
apre`s l’ope´ration la stabilite´ de la tige prothe´tique dans l’os receveur, stabilite´ me-
sure´e a` travers la quantification du de´placement relatif de l’implant dans le fe´mur.
C’est pourquoi, nous choisissons la mesure du de´placement relatif de la tige dans
l’os comme variable de controˆle de notre mode`le.
Dans la suite de la the`se, les termes total motion (tM) et de´placement relatif
irre´versible au niveau de l’interface os-prothe`se seront employe´s indiffe´remment.
1.1.5 Pre´vision & E´valuation de la stabilite´ primaire
De tous les e´le´ments e´voque´s pre´ce´demment, la pre´vision et l’e´valuation de la
stabilite´ primaire de la prothe`se de hanche non cimente´e sont donc les points essen-
3. SOFCOT : Socie´te´ Franc¸aise de Chirurgie Orthope´dique et Traumatologique.
(www.sofcot.fr)
4. SFHG : Socie´te´ Franc¸aise de Chirurgie de la Hanche et du Genou. (www.sfhg.fr)
5. www.jru.orthop.gu.se
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tiels pour aboutir a` une intervention chirurgicale re´ussie.
En revanche, la pre´diction ou l’estimation du de´placement relatif au niveau de
l’interface os-prothe`se est extreˆmement de´licate.
En effet, les ge´ome´tries des implants et des structures osseuses sont tre`s com-
plexes. Les tissus biologiques sont par de´finition variables et leur comportement
biome´canique est encore mal connu.
Malgre´ toutes ces difficulte´s, deux approches, l’une pre´ope´ratoire et l’autre per-
ope´ratoire, sont aborde´es dans la litte´rature pour la pre´vision et l’e´valuation de cette
stabilite´ primaire.
1.1.5.1 Approche pre´ope´ratoire
Dans ce type d’approche, des mode`les nume´riques sont de´veloppe´s pour pre´-
voir la stabilite´ primaire de la prothe`se cible´e en l’occurrence positionne´e dans son
environnement physiologique et sollicite´e par les chargements de la vie quotidienne.
Aujourd’hui, la me´thode des e´le´ments finis est devenue un outil standard large-
ment utilise´ dans tous les domaines et en particulier en biome´canique pour e´valuer
pre´cise´ment la distribution des contraintes et des de´formations dans des structures
complexes [Duda 98, El’Sheikh 03, Schileo 08]. Les re´sultats peuvent eˆtre obtenus
une fois que la ge´ome´trie, les proprie´te´s des mate´riaux, les conditions aux limites et
les chargements sont soigneusement fournis [Weinans 92, Genda 01, Shultz 06].
Bien entendu, ce type de mode`le nume´rique a logiquement besoin d’eˆtre valide´
par des expe´rimentations ade´quates. Et re´ciproquement, base´s sur des essais in vitro,
d’autres mode`les e´le´ments finis ont e´galement e´te´ de´veloppe´s.
En 1995, F. B. Biegler et al. ont construit un mode`le e´le´ments finis tridimen-
sionnel (cf. Figure 1.8) pour e´tudier la stabilite´ primaire de deux types de PTH
non cimente´e : Mallory Head 6 et Harris-Galante 7 (surface polie et surface poreuse)
sous deux chargements physiologiques diffe´rents (appui monopodal et torsion lors
d’une monte´e d’escaliers).
6. Biomet, Warsaw, IN.
7. Zimmer, Warsaw, IN.
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Figure 1.8 – Mode`le e´le´ments finis sollicite´ par deux types de chargement physiologique
[Biegler 95]. Gauche : Charge´ en appui monopodal ; Droite : Charge´ en monte´e d’escaliers.
F1 (N) : (-417.87, 0, -1401.71) ; F2 (N) : (417.84, 0, 1148) ; F3 (N) : (-709.2, 600.8, -
1553.2) ; Mx (Nm) : -123.9 ; My (Nm) : 25
Deux fe´murs artificiels ont e´te´ fabrique´s selon un ve´ritable fe´mur pre´leve´ sur
un corps fe´minin de 55 ans. Les deux prothe`ses ont e´te´ implante´es dans ces deux
re´pliques du fe´mur. La ge´ome´trie du mode`le e´le´ments finis a e´te´ de´termine´e a` l’aide
de la tomodensitome´trie. En raison de deux surfaces prothe´tiques diffe´rentes, deux
coefficients de frottement (0.42 et 0.61) ont e´te´ attribue´s pour simuler l’effet de frot-
tement (nœud contre nœud). En ce qui concerne les caracte´ristiques des mate´riaux,
l’os spongieux et l’os cortical ont e´te´ mode´lise´s se´pare´ment comme des mate´riaux
homoge`nes et isotropes avec des valeurs de modules d’Young respectives de 500 MPa
et 14 GPa.
Les calculs ont e´te´ re´alise´s sur ABAQUS 8. Dans la simulation de l’appui mo-
8. Hibbitt, Karlsson and Sorensen, Pawtucket, RI.
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nopodal, sous les chargements de F1 et F2, ce mode`le e´le´ments finis a permis de
trouver un de´placement relatif maximal de 32 µm suivant l’axe du fe´mur. Dans le
sens transversal, le maximum du de´placement relatif de 18 µm a e´te´ obtenu.
La simulation de la monte´e d’escaliers a e´te´ mode´lise´e sous les effets de combi-
naisons de F3 avec Mx et My (cf. Figure 1.8). Dans ces conditions, le de´placement
relatif suivant la direction transversale est de 58 µm et de 26 µm suivant l’axe
longitudinal du fe´mur.
Figure 1.9 – De´placements relatifs au niveau de l’interface os-prothe`se [Biegler 95].
Gauche : Charge´ en appui monopodal ; Droite : Charge´ en monte´e d’escaliers
Les re´sultats nume´riques (cf. Figure 1.9) ont montre´ que les implants Harris-
Galante (surface polie et surface poreuse) ainsi que l’implant Mallory Head (surface
polie) ont des de´placements relatifs supe´rieurs a` 30 µm dans les re´gions distale et
proximale quand ils sont charge´s en appui monopodal.
En revanche, quand les implants sont charge´s en monte´e d’escaliers, c’est la
re´gion proximale qui est la zone critique pour la stabilite´ primaire de la prothe`se
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de hanche. Les de´placements relatifs ont alors de´passe´ 40 µm pour les deux types
d’implant (Harris-Galante et Mallory Head : surface polie et surface poreuse).
Les auteurs ont e´galement conclu que le de´placement relatif au niveau de l’inter-
face os-prothe`se est davantage de´pendant du type de chargement que de la ge´ome´trie
de l’implant ou bien de la surface prothe´tique.
En 2000, M. Viceconti et al. ont re´alise´ un mode`le e´le´ments finis (cf. Figure 1.10)
pour comparer la pre´cision de pre´vision de la stabilite´ primaire de la prothe`se de
hanche non cimente´e en mode´lisant trois types d’e´le´ments de contact (nœud contre
nœud, nœud contre surface, surface contre surface) associe´s a` trois cate´gories de
contact (sans frottement, avec frottement et avec frottement combine´ press-fit)
[Viceconti 00].
Figure 1.10 – Mode`le e´le´ments finis (8383 nœuds, 6389 e´le´ments) [Viceconti 00]
Six fe´murs synthe´tiques 9 ont e´te´ utilise´s. L’implant utilise´ dans cette e´tude est
une prothe`se de hanche non cimente´e 10. L’implantation a e´te´ re´alise´e par un expert
orthope´dique.
9. Mod. 3103, Pacific Research Labs. Inc., Vashon Island, WA, USA.
10. ANCAFit, Cremascoli Ortho, Italy.
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La ge´ome´trie du mode`le, obtenue via la tomodensitome´trie, a e´te´ importe´e dans
PATRAN 11. Et puis, base´ sur laquelle, le mode`le e´le´ments finis, consiste´ en 8383
nœuds et 6389 e´le´ments hexae`dres, a e´te´ ge´ne´re´ (cf. Figure 1.10).
Une torsion de 18.9 Nm, par rapport a` l’axe d’implant (Axe Z), a e´te´ applique´e
sur la tige fe´morale de manie`re similaire aux essais in vitro mene´s.
Pour caracte´riser les fe´murs synthe´tiques utilise´s dans les expe´rimentations, les
valeurs des modules d’Young choisies se sont e´gale´es aux 69 MPa et 14.2 GPa pour
l’os spongieux et l’os cortical respectivement. Le coefficient de Poisson est fixe´ a` 0.3
pour les deux.
En ce qui concerne les essais in vitro, cinq senseurs, avec une pre´cision de 5 µm,
ont e´te´ fixe´s afin de mesurer les de´placements relatifs au niveau de l’interface os-
prothe`se.
Les calculs nume´riques sont effectue´s sur ANSYS 5.5 12. Parmi les diffe´rentes
combinaisons e´tudie´es, en comparant avec les re´sultats expe´rimentaux in vitro, la
meilleure pre´cision de de´placement relatif au niveau de l’interface os-prothe`se a e´te´
obtenue avec des e´le´ments de contact surface contre surface associe´s a` un coefficient
de frottement de 0.3 combine´s avec une pe´ne´tration initiale de 7 µm (cf. Figure 1.11).
Dans ce cas la`, entre les re´sultats nume´riques et les de´placements relatifs mesure´s
expe´rimentalement, la moyenne d’erreur est seulement 10 µm, le maximum d’erreur
n’est que 14 µm.
Figure 1.11 – De´placements relatifs au niveau de l’interface os-prothe`se [Viceconti 00]
11. MacNeal-Schwendler Corp., Los Angeles, USA.
12. ANSYS, Inc., USA.
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En 2003, A. Pancanti et al. ont ame´liore´ le mode`le e´le´ments finis re´alise´ au sein
de l’e´quipe italienne dirige´e par L. Cristofolini et M. Viceconti [Pancanti 03]. Ce
mode`le a e´te´ utilise´ pour e´valuer la stabilite´ primaire d’une prothe`se de hanche non
cimente´e 13.
Les re´sultats expe´rimentaux in vivo de quatre patients [Bergmann 01] ont e´te´
cite´s pour valider ce mode`le nume´rique en simulant neuf activite´s quotidiennes
(marche lente, marche normale, marche rapide, monte´e d’escaliers, descente d’es-
caliers, actions de se lever, de s’asseoir, de s’accroupir, position orthostatique avec
2-1-2 jambes) (cf. Figure 1.12).
Figure 1.12 – Neuf activite´s, re´capitulations des patients et des essais [Bergmann 01]
Le maillage de ce mode`le e´le´ments finis a e´te´ ge´ne´re´ a` partir des donne´es de la
tomodensitome´trie. Il contient 9349 e´le´ments hexae`dres. Le contact de l’os-prothe`se
13. ANCAFit, Cremascoli-Wright, Italy.
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a e´te´ mode´lise´ par les e´le´ments de contact, type surface contre surface associe´e a` un
coefficient de frottement de 0.3.
L’os spongieux et l’os cortical ont e´te´ conside´re´s comme des mate´riaux homo-
ge`nes et isotopiques. La relation, entre la densite´ apparente de l’os et le module
d’e´lasticite´, trouve´e par D. C. Wirtz et al. en 2000, a e´te´ adopte´e pour mode´liser
se´pare´ment les deux tissus (Espongieux = 1094ρ
1.64, Ecortical = 2065ρ
3.09), ou` ρ est la
densite´ apparente de l’os (g/cm3) [Wirtz 00].
Le plus grand de´placement relatif de 107 µm a e´te´ constate´ apre`s les simulations
de la monte´e d’escaliers pour l’un des quatre patients (cf. Figure 1.13).
Les auteurs ont de´montre´ que l’activite´ de la monte´e d’escaliers provoque un
de´placement relatif plus important au niveau de l’interface os-prothe`se, et ce, par
rapport aux autres taˆches quotidiennes.
Les re´sultats nume´riques re´ve`lent aussi que l’influence de la variabilite´ entre les
sujets est plus conside´rable que celle concernant la varie´te´ entre les diffe´rentes taˆches
dans le cadre de la stabilite´ primaire de la prothe`se de hanche non cimente´e.
Figure 1.13 – De´placements relatifs au niveau de l’interface os-prothe`se [Pancanti 03]
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1.1.5.2 Approche perope´ratoire
Dans cette approche, autrement dit pendant l’intervention, les chirurgiens uti-
lisent des instruments spe´ciaux qui sont capable d’e´valuer la stabilite´ primaire de la
prothe`se situe´e a` la position planifie´e a` travers les mesures de certains parame`tres
biome´caniques.
S’inspirant des travaux de W. H. Harris et al. en 1991, dans l’anne´e 2006, L.
Cristofolini et al. ont conc¸u et fabrique´ une cle´ dynamome´trique capable de controˆler
le moment de torsion applique´ par l’orthope´diste ainsi que l’angle de torsion entre
la tige fe´morale et le fe´mur en utilisant deux transducteurs haute pre´cision.
La stabilite´ primaire de la PTH non cimente´e a e´te´ ensuite e´value´e en se ba-
sant sur la comparaison de ces donne´es mesure´es avec des seuils critiques pre´de´finis
[Cristofolini 06].
Figure 1.14 – Prototype de la cle´ dynamome´trique [Cristofolini 06]. 1. RVDT capteur ;
2. Cellule de charge ; 3. Poigne´e ; 4. Senseur angulaire ; 5. Kirschner clou ; 6. Connecteur
conique ; 7. Interface pour le chirurgien
Ce prototype (cf. Figure 1.14) a e´te´ valide´ par les essais in vitro sur quatre fe´-
murs anatomiques et trois fe´murs artificiels 14 avec trois tailles diffe´rentes de prothe`se
14. Mod. 3103, Pacific Res. Labs. Inc., S. 14.
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de hanche non cimente´e 15.
Dans cette e´tude, la PTH non cimente´e a e´te´ conside´re´e stable lorsque le de´-
placement relatif reste infe´rieur a` 100 µm sous une torsion de 20 Nm.
Figure 1.15 – Corre´lation entre la torsion applique´e et l’angle mesure´ et celle entre l’angle
mesure´ et le de´placement [Cristofolini 06]. Trois coefficients de calibration
Le de´placement relatif au niveau de l’interface os-prothe`se est conventionnelle-
ment conside´re´ comme la variable de controˆle de la stabilite´ primaire de la prothe`se
de hanche non cimente´e.
Pour cette raison, il faut convertir l’angle mesure´ en de´placement relatif. Un
coefficient de calibration a donc e´te´ introduit. Pour les trois diffe´rentes tailles, les
coefficients de variation de ce parame`tre (21% a` 23%) ont e´te´ calcule´s dans le but
de garantir une pre´cision acceptable de ce prototype (cf. Figure 1.15).
E. Varini et al. ont re´cemment employe´ cette cle´ dynamome´trique au cours
de deux interventions chirurgicales in vivo, et les re´sultats sont satisfaisants (cf.
Figure 1.16). Ils en ont conclu que les mesures de la stabilite´ primaire de la raˆpe,
pendant l’ope´ration, peuvent augurer du de´placement relatif maximal engendre´ par
la prothe`se utilise´e en de´finitive [Varini 08].
S’inspirant des travaux de [Li 96, Georgiou 01, Qi 03, Jaecques 04], en 2007,
M. Lannocca et al. ont invente´ et concre´tise´ un autre type d’instrument, base´ sur
l’analyse des vibrations, toujours dans le but d’estimer la stabilite´ primaire de la
prothe`se de hanche non cimente´e pendant l’ope´ration chirurgicale.
15. ANCAFit, S. 13-14-16, Cremascoli-Wright, Italy.
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Figure 1.16 – Corre´lation entre le parame`tre de la raˆpe et celui de la tige fe´morale
[Varini 08]
Cet instrument (cf. Figure 1.17) est facile a` manipuler, plus le´ger et moins
couˆteux que la cle´ dynamome´trique issue de la meˆme e´quipe.
Il est compose´ d’un excitateur pie´zoe´lectrique 16 connecte´ a` la tige fe´morale et
d’un acce´le´rome`tre 17 attache´ au grand trochanter du fe´mur.
Il mesure et calcule la fonction de re´ponse en fre´quence du syste`me os-implant
tout en appliquant un moment de torsion de 15 Nm a` la prothe`se.
En utilisant quatre fe´murs synthe´tiques 18, dans lesquels des tiges non cimen-
te´es 19 ont e´te´ implante´es, des expe´rimentations in vitro ont e´te´ effectue´es pour tester
cet instrument.
En analysant les re´sultats expe´rimentaux, une forte corre´lation a e´te´ observe´e
entre la fre´quence de re´sonance et le de´placement relatif (cf. Figure 1.18). Mais les
auteurs ont e´galement conclu que des essais supple´mentaires sur des pie`ces anato-
miques doivent absolument eˆtre mene´s pour confirmer la pre´cision de cet instrument.
Ce dernier n’est pour le moment pas utilisable pendant les ope´rations chirurgicales.
Des ame´liorations sont encore ne´cessaires avant une utilisation clinique fiable.
16. CMB, standard part no. B3, Noliac, Denmark, tension maximale de fonctionnement
± 100 V , course ± 85 µm, force de blocage 7 N , fre´quence de re´sonance 2350 Hz, tempe´rature
maximale de fonctionnement 125 °C.
17. ADXL210, Analog Devices, champ de mesure ± 10 g.
18. Mod. 3103, Pacific Res. Labs. Inc., Vashon Island, WA.
19. ANCAFit S. 14, Wright Medical Technology, Arlington, TN, USA.
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Figure 1.17 – Prototype d’instrument base´ sur l’analyse des vibrations [Lannocca 07]. 1.
Vibrateur syste`me (CMB) ; 2. Acce´le´rome`tre ; 3. Capteur de de´placement ; 4. Cellule de
charge
Figure 1.18 – Corre´lation entre la fre´quence de re´sonance et le de´placement relatif
[Lannocca 07]
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1.1.5.3 Me´thodes postope´ratoires pour e´valuer l’enfoncement de la pro-
the`se de hanche
En ce qui concerne la phase de postope´ratoire, en faisant appel a` des me´thodes
un peu plus sophistique´es que la radiographie classique, le re´sultat clinique d’une
prothe`se de hanche non cimente´e sera minutieusement e´value´.
En pratique, a` l’aide de la me´thode EBRA (Ein Bild Roentgen Analyse) ou
la me´thode RSA (Roentgen Stereophotogrammetric Analysis, Radio Stereometric
Analysis), la mesure fiable (pre´cise et reproductible) de cet enfoncement de la pro-
the`se non cimente´e dans le fe´mur a` plus ou moins long terme est tout a` fait re´alisable.
La me´thode EBRA a e´te´ de´crite par l’e´quipe de l’Universite´ d’Innsbruck de`s
1995 sous la direction de M. Krismer. Il s’agit d’une me´thode informatique base´e
sur la nume´risation de radiographies du bassin de face centre´es sur la symphyse
pubienne a` l’aide d’un scanner de´die´ avec une re´solution minimale de 75 dpi (dot
per inch) et relie´ a` un ordinateur compatible IBM [Krismer 95].
Il faut disposer d’une radiographie initiale, pratique´e dans les 6 semaines suivant
la mise en place de l’implant, servant de re´fe´rence, et de radiographies successives
prises avec diffe´rents reculs. Il est important d’insister sur le fait qu’il est absolument
indispensable avec cette me´thode que les cliche´s radiographiques soient re´alise´s, pour
un patient donne´, strictement dans les meˆmes conditions.
En effet, le principe de la me´thode EBRA repose sur la comparabilite´ des
radiographies successives. Cette comparabilite´ est ve´rifie´e a` l’aide de lignes dites
« de re´fe´rence » repe´re´es sur le bassin de face. Ces lignes permettent par le biais d’un
algorithme de superposer les radiographies et d’exclure celles conside´re´es comme non
comparables en raison d’une bascule du bassin dans le plan transversal ou sagittal
(incidence ou position du patient sur la table d’examen).
En pratique, la majorite´ des e´tudes publie´es rapportent un taux d’exclusion des
radiographies de 10 a` 15% [Krismer 96, Hamadouche 01], d’ou` l’importance de re´ali-
ser les radiographies pour un patient donne´ dans le meˆme centre avec une technique
identique, et d’obtenir les radiographies pratique´es a` chacune des consultations. Un
minimum de 4 radiographies utilisables par patient est ne´cessaire pour que la me´-
thode EBRA puisse eˆtre employe´e.
Il existe un module dans le logiciel EBRA pour ce qui concerne la pie`ce fe´morale
(EBRA-FCA). Il consiste a` repe´rer 19 points sur le fe´mur et la teˆte fe´morale et 4
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points sur la tige fe´morale pour de´finir son axe par rapport au fe´mur. Pour le calcul
de l’enfoncement de la tige fe´morale, la distance a` utiliser est celle entre l’e´paule de
la prothe`se et le grand trochanter.
La pre´cision de la me´thode EBRA-FCA est de ± 1.5 mm avec un coefficient
alpha de Cronbach de 0.84 pour l’homoge´ne´ite´ inter-observateurs. Par ailleurs, cette
me´thode a une sensibilite´ de 78% pour de´tecter une migration supe´rieure ou e´gale a`
1 mm par rapport a` la RSA [Biedermann 99].
La me´thode RSA a e´te´ de´veloppe´e dans les anne´es 90 par G. Selvik pour mesurer
pre´cise´ment les de´placements de segments squelettiques ou d’implants prothe´tiques
in vivo [Selvik 89, Ka¨rrholm 97, Ka¨rrholm 02].
L’analyse radioste´re´ome´trique est base´e sur l’utilisation de marqueurs radio-
opaques, habituellement en tantale, fixe´s dans l’os au moment de l’intervention.
Les marqueurs a` la pe´riphe´rie de l’implant prothe´tique peuvent e´galement eˆtre
mis en place lors de la fabrication de la prothe`se pour e´viter toute de´gradation du
mate´riau. Ces marqueurs de 0.8 a` 1 mm de diame`tre doivent maintenir leur position
dans le temps [Nivbrant 97].
Il est important de disposer d’un nombre e´leve´ de marqueurs (8 a` 10) car cer-
tains peuvent se de´placer ou eˆtre difficiles a` visualiser de fac¸on pre´cise sur certaines
incidences radiologiques.
Les radiographies sont pratique´es par le biais de deux tubes d’e´mission pour une
exposition quasi-simultane´e. Les rayons e´mis par chacun des deux tubes se croisent a`
40 degre´s. Une cage de calibration comportant e´galement des marqueurs en tantale
est place´e sous la table d’examen de manie`re a` disposer d’un re´fe´rentiel dans les trois
plans de l’espace. Un voltage e´leve´ et un faible ampe´rage sont utilise´s pour rendre
les marqueurs en tantale visibles.
Il est a` noter qu’avec cette technique l’irradiation du patient est 10 fois moindre
que lors d’une radiographie conventionnelle.
Il faut souligner que l’analyse radioste´re´ome´trique ne´cessite un e´quipement lourd
et couˆteux. Ce type d’analyse, re´alisable uniquement de fac¸on prospective, n’est
actuellement pas disponible en France. Elle demeure ne´anmoins la re´fe´rence avec une
pre´cision variant de 7 a` 86 µm suivant la direction e´tudie´e [Bo¨rlin 02, Bragdon 02].
En pratique, deux logiciels de RSA sont commercialise´s : UmRSA system 20
20. Biomedical Innovations AB, Umea¨, Sue`de.
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[Bragdon 04] et RSA-CMS 21 [Vrooman 98].
A la fin de ce paragraphe, il est ne´cessaire de rappeler qu’il existe tout de
meˆme des nuances pour l’objectif central pendant ces trois phases : pre´ope´ratoire,
perope´ratoire et postope´ratoire.
Avant l’ope´ration, la pre´vision de la stabilite´ primaire est la question primordiale
a` aborder pour une prothe`se de hanche donne´e.
Pendant l’ope´ration, l’enjeu de l’intervention est plutoˆt de´pendant des connais-
sances et des expe´riences de l’orthope´diste. L’utilisation de certains instruments spe´-
ciaux permet seulement d’apporter des informations comple´mentaires au chirurgien,
et de l’aider a` re´ussir son ope´ration dans les meilleures conditions possibles.
Apre`s l’ope´ration, quelle que soit la technique utilise´e, les mesures postope´ra-
toires sont souvent concentre´es sur l’e´valuation du re´sultat obtenu au sens de la
stabilite´ secondaire de l’implant. Le patient et le me´decin sont tous relativement
rentre´s dans un e´tat passif car l’intervention chirurgicale est de´ja` finie. L’appre´cia-
tion du re´sultat clinique est e´nonce´e alors pour distinguer s’il y a l’oste´olyse et/ou
le descellement, et puis, pour de´cider si une reprise doit eˆtre impose´e.
Il faut absolument tenir compte de ces nuances et ainsi pour re´sumer cette
premie`re section, en supposant que nous adoptions la valeur limite, donne´e dans
la litte´rature pour le de´placement relatif au niveau de l’interface os-prothe`se, qui
garantit une stabilite´ primaire minimale de la prothe`se non cimente´e, afin d’eˆtre
judicieux, toute me´thode utilise´e pour e´valuer cette stabilite´ primaire devra au moins
avoir une pre´cision d’un dixie`me de cette valeur critique. En outre, une telle me´thode
devrait e´galement eˆtre capable de pre´voir le de´placement relatif de chaque point au
niveau de l’interface os-prothe`se.
Il n’existe pour le moment aucune me´thode expe´rimentale disponible pour sa-
tisfaire a` ces deux exigences simultane´ment. Afin de pallier a` ce de´ficit, il semble
raisonnable de s’appuyer sur un moyen nume´rique pour accomplir la mission de pre´-
vision et d’e´valuation de la stabilite´ primaire de la prothe`se de hanche non cimente´e.
En l’occurrence, pour mieux appre´hender la proble´matique de stabilite´ primaire
de la prothe`se non cimente´e, nous avons de´cide´ de l’appre´hender dans la phase pre´-
ope´ratoire. Concre`tement, un mode`le e´le´ments finis permettant de de´crire le com-
portement me´canique du syste`me couple´ « fe´mur-prothe`se non cimente´e : DePuy
21. RSA Clinical Measurement Solution, DIRSA Version 2.01-Digital Interactive Roentgen Ste-
reophotogrammetric Analysis, University of Leiden, Pays Bas.
XiaoSu HU
Laboratoire de Me´canique et Inge´nieries
Universite´ Blaise Pascal & Institut Franc¸ais de Me´canique Avance´e
1. E´tat de l’art 31
Corail® » sera de´veloppe´. Des essais expe´rimentaux in vitro sur huit fe´murs hu-
mains seront utilise´s pour valider notre mode`le me´cano-nume´rique. Les de´tails seront
de´veloppe´s dans le chapitre 2 et l’annexe A.
1.2 Application de la me´canique probabiliste en
biome´canique de la prothe`se de hanche
Traditionnellement, dans la litte´rature, les mode`les nume´riques de´veloppe´s en
vue d’e´tudier le comportement me´canique du syste`me couple´ « fe´mur-prothe`se » sont
majoritairement des mode`les de´terministes [Biegler 95, Verdonschot 96, Viceconti 00,
Stolk 02, Pancanti 03, Reggiani 07, Abdul-Kadir 08, Pettersen 09].
Pourtant, le domaine de la biome´canique est par essence un domaine de varia-
bilite´s.
Intrinse`quement, les proprie´te´s, y compris ses ge´ome´tries, des tissus biologiques
varient d’un sujet a` l’autre et les diffe´rences sont parfois tre`s importantes. L’os
humain est d’ailleurs un mate´riau vivant dont les caracte´ristiques e´voluent tout
au long de la vie du sujet. De plus, les proprie´te´s de ce mate´riau anisotrope et
he´te´roge`ne varient logiquement selon la localisation du pre´le`vement et le proce´de´ de
pre´le`vement utilise´ mais e´galement suivant le mode de traitement et de conservation
de l’e´chantillon ainsi que la technique de mesure et cetera.
Extrinse`quement, la gamme e´largie de prothe`se de hanche, ainsi que dans la
vie quotidienne, les diffe´rentes sollicitations physiologiques applique´es alourdissent
implicitement la complexite´ dans la mesure de pre´vision et d’e´valuation de la perfor-
mance des prothe`ses de hanche. Cette re´alite´ est aussi lie´e aux lacunes des connais-
sances malgre´ l’e´panouissement de la biome´canique pendant toutes ces dernie`res
anne´es. L’incohe´rence entre le re´sultat re´alise´ et l’ide´e pre´de´finie au niveau de la
position de la prothe`se est pareillement un facteur qui est souvent ne´glige´ plus ou
moins sans intention.
La stabilite´ primaire d’une prothe`se de hanche est donc syste´matiquement et
dramatiquement infecte´e par les incertitudes ou leurs combinaisons e´voque´es ci-
dessus.
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De tout temps, comment propager ces incertitudes et quel est l’impacte de ces
variabilite´s sur la performance d’une prothe`se de hanche non cimente´e, ces sont des
proble´matiques tre`s inte´ressantes et peu exploite´es, quelques pionniers sont fascine´s
par ces questions.
En 2002, C. Go¨tze et al. ont mesure´ in vitro les de´placements relatifs au ni-
veau de l’interface os-prothe`se engendre´s par une prothe`se sur mesure et une autre
conventionnelle. En 2006, R. Sakai et al. ont compare´ les distributions de contraintes
entraˆıne´es par trois types de prothe`ses diffe´rents 22. D’ou` l’incidence de la ge´ome´trie
de la prothe`se sur sa stabilite´ primaire a e´te´ re´ve´le´e [Go¨tze 02, Sakai 06a].
En utilisant les mode`les e´le´ments finis, A. Pancanti et al. en 2003 ont estime´ les
impactes de diffe´rents sujets et de diffe´rentes charges physiologiques sur la stabilite´
primaire d’une prothe`se de hanche non cimente´e 23 [Pancanti 03]. En 2005, A. S.
Wong et al. ont e´value´ les effets de la variabilite´ des proprie´te´s me´caniques de l’os
spongieux et de l’os cortical sur la stabilite´ primaire de la prothe`se de hanche non
cimente´e [Wong 05]. En 2008, B. Reggiani et al. ont e´tudie´ la conse´quence de l’im-
pre´cision de la position de la prothe`se dans l’os receveur par rapport a` la position
pre´de´finie avant l’ope´ration [Reggiani 08].
Il est important de rappeler que le principe des e´tudes cite´es ci-dessus consiste
a` effectuer diffe´rentes valeurs aux parame`tres d’entre´e et a` comparer les re´sultats
obtenus en terme de de´placements relatifs au niveau de l’interface os-prothe`se ou
de distribution des contraintes et des de´formations dans les diffe´rentes parties en
jeu. Ne´anmoins, toutes ces e´tudes re´alise´es, dans le but d’e´tudier l’influence de ces
variabilite´s sur la performance me´canique de la prothe`se, n’ont pas encore surmonte´
la fragilisation de la conception de´terministe.
Re´cemment, pour appre´hender la propagation des incertitudes dans le mode`le
en tenant compte de la variabilite´ des donne´es d’entre´e, la mode´lisation stochastique
combine´e a` la me´thode des e´le´ments finis a e´te´ introduite dans le domaine biome´ca-
nique de la prothe`se de hanche. Depuis un certain temps, cette technique a e´te´ de´ja`
largement utilise´e dans les diffe´rents domaines d’inge´nierie comme le ge´nie civil, la
me´canique et l’ae´ronautique et cetera.
22. PerFix SV Total Hip System 910 series®, Intra-Medullary cruciate stem®, Japan Medical
Materials, Japan, VerSys Fiber Metal Taper®, Zimmer, USA.
23. ANCAFit, Cremascoli-Wright, Milano, Italy.
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1.2.1 Application de la me´canique probabiliste en biome´ca-
nique de la prothe`se de hanche cimente´e
Base´ sur la the´orie de la chaˆıne de Markov, en 2005, J. Grasa et al. ont de´veloppe´
un mode`le des dommages cumulatifs et un mode`le e´le´ments finis probabiliste pour
estimer la fiabilite´ d’une prothe`se de hanche cimente´e 24 a` l’aide de la pre´diction de
la dure´e de vie en fatigue du ciment [Grasa 05].
Les variabilite´s dues au chargement et a` la` limite de fatigue du ciment sont prises
en compte. En comparant avec les re´sultats expe´rimentaux, ces mode`les montrent
des capacite´s de pre´vision assez comparables malgre´ les simplifications au niveau
de la mode´lisation du chargement et du pre´calibrage de la proprie´te´ me´canique du
ciment (cf. Figure 1.19).
Figure 1.19 – E´volution de la probabilite´ de de´faillance en fonction des variabilite´s de
trois parame`tres [Grasa 05]. Gauche : S et A de´terministes, B ale´atoire ; Centre : A et
B de´terministes, S ale´atoire ; Droite : Comparaison avec les re´sultats des simulations de
Monte-Carlo
Au sein de la meˆme e´quipe espagnole dirige´e par M. Doblare´, en 2006, M. A.
Pe´rez et al. ont approfondi les travaux de J. Grasa. Cette fois-ci, deux types de
mode´lisations du contact entre l’implant et le ciment ont e´te´ aussi inclus dans les
analyses [Pe´rez 06b]. Le premier consiste a` coller entie`rement la tige fe´morale au
ciment. Pour la seconde mode´lisation, 463 gaps e´le´ments (type de contact : nœud
contre nœud) associe´s a` un coefficient de frottement de 0.25 sont utilise´s pour simuler
les comportements de frottement entre la prothe`se et le ciment. La distribution des
contraintes ainsi que ses deux premiers moments statistiques ont e´te´ calcule´s en
utilisant le mode`le e´le´ments finis probabiliste. Les probabilite´s de de´faillance du
syste`me ont e´te´ estime´es pour ces deux diffe´rentes conditions de contact au niveau
de l’interface ciment-prothe`se de meˆme que pour les deux chargements physiologiques
(marche et monte´e d’escaliers) (cf. Figure 1.20).
24. Exeter® system.
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Figure 1.20 – E´volution de la probabilite´ de de´faillance selon les diffe´rentes conditions
combine´es [Pe´rez 06b]. Haut : Tige fe´morale vs. Ciment colle´es (marche et monte´e d’esca-
liers, re´gion distale) ; Bas : Tige fe´morale vs. Ciment f = 0.25 (marche et monte´e d’esca-
liers, re´gion proximale)
Les auteurs ont observe´ que la probabilite´ de de´faillance de ce syste`me fe´mur-
prothe`se cimente´e est fortement affecte´e par les hypothe`ses de contact faites au
niveau de l’interface ciment-prothe`se.
Quantitativement, il semble que dans les deux e´tats de chargements (marche et
monte´e d’escaliers), l’interface ciment-prothe`se comple`tement colle´e conduit a` une
probabilite´ de de´faillance plus e´leve´e par rapport a` celle provoque´e par l’interface
avec des frottements. Les re´sultats montrent en outre que l’activite´ de monte´e d’es-
caliers est plus critique que la marche du point de vue des contraintes engendre´es
dans le ciment. Dans tous les cas, apre`s 25 millions de cycles de chargement, la re´gion
distale est toujours la partie de´faillante la plus probable.
Suite aux travaux de H. Katoozian et D. T. Davy en 2000 [Katoozian 00], D. P.
Nicolella et al. en 2006 ont e´tudie´ l’impact de l’optimisation de la forme prothe´tique
sur la re´ponse probabiliste d’un syste`me fe´mur-prothe`se cimente´e et sa probabilite´
de de´faillance selon les diffe´rentes fonctions de performance [Nicolella 06].
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Les mode´lisations stochastiques des parame`tres d’entre´e concernent les modules
d’e´lasticite´ (os cortical, os spongieux, ciment) et les chargements (articulations,
muscles). Ils supposent que les distributions probabilistes sont lognormales pour
ces neuf variables ale´atoires.
En ce qui concerne les fonctions de performance, deux cate´gories (six types) de
crite`res de de´faillance ont e´te´ choisies. La cate´gorie concerne´e par la re´sistance du
ciment comprend quatre types de crite`res (de´faillance en compression, de´faillance
par cisaillement, de´faillance par fatigue, fracture base´e sur la densite´ d’e´nergie de
de´formation). Les deux autres de´signent la cate´gorie de la de´faillance au niveau de
l’interface ciment-prothe`se (de´faillance par traction, de´faillance par cisaillement).
L’optimisation de la forme prothe´tique a entraˆıne´ une diminution remarquable
pour a` la fois la valeur moyenne et l’e´cart-type de chaque re´ponse structurelle. Le
meˆme effet a e´te´ e´galement observe´ sur la probabilite´ de de´faillance (cf. Figure 1.21).
Apre`s une analyse de sensibilite´, les auteurs ont de´couvert que l’influence de la
re´sistance en fatigue du ciment et l’influence du chargement sont les plus marquantes
quant a` la probabilite´ de de´faillance de ce syste`me.
Figure 1.21 – Impact de l’optimisation ge´ome´trique sur les re´ponses et les probabilite´s
de de´faillance du syste`me [Nicolella 06]
En faisant re´fe´rence aux travaux de D. P. Nicolella et al. , en 2008, O. Kayabasi
et B. Ekici se sont e´galement inte´resse´s aux incidences des variabilite´s immanentes
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aux proprie´te´s de l’os, de la prothe`se et du ciment ainsi qu’aux impactes de variation
des chargements physiologiques et des conditions au niveau de l’interface ciment-
prothe`se, et ce, sur la performance probabiliste d’une prothe`se de hanche cimente´e
avec l’optimisation de dix parame`tres ge´ome´triques de la tige fe´morale [Kayabasi 08].
En 2007, S. K. Easley et al. ont fourni une mesure quantitative de la probabilite´
de de´faillance base´e sur un crite`re de re´sistance en fatigue de la tige fe´morale en
tenant compte des incertitudes inhe´rentes aux tole´rances de fabrication et proprie´te´s
du mate´riau [Easley 07].
Dans le but d’estimer la distribution des contraintes et le risque de fracture
fe´morale, en 2007, P. J. Laz et al. ont effectue´ des analyses probabilistes en utilisant
des mode`les e´le´ments finis de cinq pie`ces anatomiques fe´morales prenant en compte
les incertitudes de la relation entre les donne´es issues d’images tomographiques data
(HU : Hounsfield Unit) et la densite´ structurelle de l’os [Laz 07].
1.2.2 Application de la me´canique probabiliste en biome´ca-
nique de la prothe`se de hanche non cimente´e
A l’e´chelon de l’application de la me´canique probabiliste en biome´canique de
la prothe`se de hanche non cimente´e, la recherche bibliographique montre que cette
branche est tre`s peu exploite´e jusqu’a` l’heure pre´sent. Ce sujet a e´te´ aborde´, a` notre
connaissance, seulement dans deux articles [Viceconti 06, Gonza´lez 09].
M. Viceconti et al. ont introduit la mode´lisation stochastique dans le mode`le
e´le´ments finis de´terministe du syste`me fe´mur-prothe`se (cf. Figure 1.10), de´veloppe´,
valide´ et largement utilise´ au sein de leur e´quipe italienne. Ce mode`le probabiliste a
pour objectif d’e´tudier la stabilite´ primaire d’une prothe`se de hanche non cimente´e 25
pendant la phase d’une monte´e d’escaliers [Viceconti 06].
Les cinq parame`tres d’entre´e du mode`le sont repre´sente´s par des variables ale´a-
toires. Il s’agit des densite´s de l’os cortical et de l’os spongieux, du poids du sujet, et
a` travers lui, de la norme du chargement applique´, ainsi que de la taille du fe´mur et
de l’e´cart entre la prothe`se et le fe´mur. L’hypothe`se de la loi normale tronque´e a e´te´
retenue pour caracte´riser les trois premie`res variables ale´atoires, et la loi uniforme a
e´te´ attribue´e aux deux dernie`res (cf. Figure 1.22).
25. ANCAFit, Cremascoli-Wright, Milano, Italy.
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Figure 1.22 – Cinq variables ale´atoires retenues et ses caracte´ristiques probabilistes
[Viceconti 06]
En recourant a` la me´thode de simulation classique, me´thode du pave´ (hyper
cube latin), le temps de calcul s’est e´leve´ a` 350 heures pour 1005 tirages.
Le maximum du de´placement relatif au niveau de l’interface os-prothe`se est
conside´re´ comme la variable de controˆle de la stabilite´ primaire d’une prothe`se de
hanche non cimente´e. Cette valeur a e´te´ calcule´e et le maximum de la contrainte de
cisaillement a e´te´ e´galement enregistre´. Les deux autres variables de sortie sont deux
partie au niveau de l’interface os-prothe`se, dans lesquelles le de´placement relatif est
respectivement infe´rieur a` 20 µm et supe´rieur a` 150 µm (cf. Figure 1.23).
Figure 1.23 – Repre´sentation fre´quentielle de quatre variables de sortie du mode`le
[Viceconti 06]
Les re´sultats nume´riques indiquent aussi que toutes les variables de sortie sont
fortement affecte´es par les trois derniers parame`tres d’entre´e qui sont le poids du
sujet, la taille du fe´mur et l’e´cart entre la prothe`se et le fe´mur.
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Tre`s re´cemment, une analyse du comportement d’une tige fe´morale non cimen-
te´e 26, implante´e dans un fe´mur proximal, a e´te´ re´alise´e par C. D. Gonza´lez et al.
en utilisant la me´thode des e´le´ments finis combine´e avec une me´thode probabiliste
[Gonza´lez 09].
Les parame`tres d’entre´e ale´atoires concernent la charge articulaire, l’angle du
chargement applique´ et les proprie´te´s me´caniques du fe´mur et de l’implant. Les lois
normales et lognormales sont adopte´es respectivement pour simuler les distributions
probabilistes de ces quatre parame`tres ale´atoires (cf. Figure 1.24).
Figure 1.24 – Mode`le e´le´ments finis (18191 nœuds, 12218 e´le´ments) et quatre variables
ale´atoires [Gonza´lez 09]. p : Norme du chargement applique´ ; ANGZ : Angle entre la charge
applique´e et l’axe longitudinal du fe´mur ; EXB : Module d’Young du fe´mur ; EXP : Module
d’Young de l’implant
La de´formation maximale dans l’os a e´te´ choisie comme la variable de controˆle
26. Proxima, DePuy, Warsaw, USA.
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de performance du syste`me. La me´thode de simulation de Monte-Carlo et la me´thode
du pave´ (hyper cube latin) ont e´te´ employe´es. Les re´sultats nume´riques obtenus par
les deux me´thodes sont convergents (cf. Figure 1.25).
Figure 1.25 – Convergence des deux me´thodes de simulation pour la contrainte maximale
[Gonza´lez 09]. Gauche : Me´thode du pave´ ; Droite : Me´thode de Monte-Carlo
D’apre`s les auteurs, l’efficacite´ de la me´thode du pave´ (le temps de calcul : 1
heure 37 minutes pour 1000 simulations) est conside´rable par rapport a` la me´thode
de Monte-Carlo (le temps de calcul : 3 jours pour 10000 simulations).
Le re´sultat fourni par la me´thode du pave´ a e´te´ compare´ avec celui fourni par la
me´thode de Monte-Carlo qui est souvent conside´re´e comme la me´thode de re´fe´rence
(cf. Figure 1.26 Gauche).
Figure 1.26 – Re´sultats probabilistes et analyse de sensibilite´ [Gonza´lez 09]. Gauche :
Corre´lation des fonctions de re´partition de la de´formation maximale. Droite : Influences
de quatre variables ale´atoires sur la re´ponse du mode`le
Une e´tude de sensibilite´ a e´te´ e´galement mene´e. Les auteurs constatent qu’au
regard de la re´ponse du syste`me, la variabilite´ du module d’Young du fe´mur et
du chargement applique´ sont pre´ponde´rantes. En revanche, le module d’Young de
la prothe`se et l’angle d’inclinaison du chargement sont deux parame`tres tre`s peu
influentes sur le re´sultat du mode`le (cf. Figure 1.26 Droite).
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1.3 Constat de l’e´tude bibliographique
Au cours de ce chapitre, nous avons rappele´ certains e´le´ments pre´liminaires :
l’anatomie de l’articulation de la hanche, la prothe`se de hanche et l’arthroplastie.
Ainsi la stabilite´ primaire de la prothe`se de hanche non cimente´e est notre proble´-
matique centrale.
A l’issu de l’e´tude de la pre´vision et de l’e´valuation de la stabilite´ primaire,
une piste pre´ventive, en utilisant le mode`le me´cano-nume´rique, a e´te´ choisie dans le
but d’atteindre une meilleure compre´hension de cette proble´matique. Notre mode`le
de´terministe du syste`me couple´ fe´mur-prothe`se non cimente´e sera juste de´taille´ dans
le chapitre 2.
Parmi les travaux cite´s dans le paragraphe 1.2.1, il est important de noter que
le comportement de frottement entre l’os et l’implant via le ciment ainsi que les
proprie´te´s me´caniques des mate´riaux ont joue´ des roˆles cruciaux dans la performance
du syste`me os-prothe`se.
Au niveaux de l’application de la me´canique probabiliste en biome´canique de la
prothe`se de hanche non cimente´e (cf. §1.2.2), M. Viceconti et al. ont reconnu que
l’absence de mode´lisation stochastique destine´e au comportement de contact entre
la tige fe´morale et l’os spongieux e´tait l’un des principaux de´fauts de leur e´tude
[Viceconti 06].
Dans l’e´tude de C. D. Gonza´lez et al. [Gonza´lez 09], il est primordial de sou-
ligner que, meˆme si nous faisons abstraction de la qualite´ du maillage, le fe´mur a
e´te´ conside´re´ comme un seul mate´riau homoge`ne, autrement dit, aucune diffe´rence
n’apparaˆıt entre l’os spongieux et l’os cortical. De fac¸on un peu dogmatique, il est
pratiquement possible d’affirmer que cette hypothe`se ou bien cette simplification est
tre`s loin de la re´alite´ et, par conse´quent, inapproprie´e.
Nous pouvons donc remarquer que, premie`rement, le comportement de frotte-
ment entre la tige fe´morale non cimente´e et le fe´mur n’a pas e´te´ conside´re´, jusqu’a`
pre´sent, comme une variable ale´atoire.
Pourtant il semble e´vident, de par la nature des deux mate´riaux en contact, que
ce phe´nome`ne est intrinse`quement ale´atoire, existentiel et non ne´gligeable quelle que
soit la fonction de performance choisie. Ce comportement de frottement sera donc
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conside´re´ comme un des parame`tres incertains et ensuite mode´lise´ dans notre mode`le
me´cano-probabiliste associe´, de´taille´ dans les chapitres 2 et 3.
Deuxie`mement, e´tant donne´ que les variabilite´s intrinse`que et extrinse`que de
l’os ainsi que la complexite´ du syste`me os-prothe`se, il est essentiel de prendre en
compte de ces incertitudes dans notre e´tude biome´canique de la prothe`se de hanche
non cimente´e.
Concre`tement, le fe´mur humain sera subdivise´ en deux tissus osseuses distinctes
qui correspondent respectivement a` l’os spongieux et l’os cortical, puis le module
d’Young de l’os spongieux sera e´galement conside´re´ comme un parame`tre incertain
dans notre approche propose´e (cf. Chapitres 2 et 3).
Et puis, parmi les me´thodes de simulation utilise´es, la me´thode du pave´ a e´te´
recourue par M. Viceconti et al. et C. D. Gonza´lez et al. [Viceconti 06, Gonza´lez 09],
mais cette me´thode de l’hyper-cube latin est re´pute´e peu efficace pour ce qui concerne
les faibles probabilite´s.
Dans l’approche que nous proposons, la me´thode de Monte-Carlo standard sera
conside´re´e comme la me´thode re´fe´rentielle (cf. Annexe C). Ensuite une me´thode de
collocation stochastique sera e´labore´e pour caracte´riser la propagation des incerti-
tudes (cf. Annexe D). L’efficacite´ de cette me´thode sera expose´e dans le prolonge-
ment de la the`se.
Nous constatons aussi que dans ces deux e´tudes, l’analyse fiabiliste et l’analyse
de sensibilite´ sont insuffisamment circonstancie´es, d’ou` une certaine frustration. Nous
tenterons de reme´dier a` cet e´tat dans le chapitre 4.
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Chapitre 2
Mode`le de´terministe du syste`me
couple´ fe´mur-prothe`se non
cimente´e
Ce chapitre est consacre´ au de´veloppement et a` la mise en œuvre du mode`le
me´cano-nume´rique de´terministe du syste`me couple´ os-prothe`se.
Premie`rement, la pre´sentation succincte du proble`me me´canique a` e´tudier et des
re´sultats expe´rimentaux disponibles permet de fixer le cahier des charges du mode`le
me´cano-nume´rique de´terministe.
Deuxie`mement, les diffe´rentes e´tapes du de´veloppement du mode`le de´terministe du
syste`me couple´ os-prothe`se c’est-a`-dire sa formulation me´canique et la de´finition du
mode`le nume´rique associe´ sont de´taille´es.
Troisie`mement, partant du constat issu de l’analyse bibliographique du chapitre
1 concernant la variabilite´ de certains parame`tres du mode`le et de la de´finition du
proble`me de stabilite´ primaire, nous de´finissons les parame`tres incertains du mode`le
puis la variable de controˆle et le crite`re de de´faillance associe´ a` prendre en compte
pour mettre en œuvre une approche fiabiliste de la stabilite´ primaire de la prothe`se.
Ensuite, nous pre´sentons l’imple´mentation pratique du mode`le nume´rique.
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Enfin, des applications nume´riques sont re´alise´es dans le but de valider le mode`le
par rapport aux re´sultats expe´rimentaux disponibles puis de quantifier rapidement
l’influence des deux parame`tres d’entre´e incertains, le module d’Young de l’os spon-
gieux et le coefficient de frottement a` l’interface os-prothe`se, sur les re´sultats obtenus.
2.1 Pre´sentation du proble`me me´canique
L’objectif de ce chapitre est de de´velopper un mode`le me´cano-nume´rique de´ter-
ministe du syste`me couple´ os-prothe`se suffisamment performant pour eˆtre utiliser
dans une approche probabiliste de la stabilite´ primaire.
Les donne´es expe´rimentales in vivo concernant les mouvements relatifs os-prothe`se
lors de la marche sont tre`s rares et peu pre´cises. Les seuls re´sultats expe´rimentaux ex-
ploitables pour la validation d’un mode`le me´cano-nume´rique du syste`me os-prothe`ses
proviennent d’expe´rimentations in vitro.
Dans le cas de la prothe`se de hanche non cimente´e : DePuy Corail® qui est
l’objet de ce travail de the`se nous disposons de re´sultats d’essais re´alise´s a` Lyon par
Guillaume Demey sous la direction du Docteur Tarik Aı¨t Si Selmi [Demey 06].
Ces essais, pre´sente´s en de´tails dans l’annexe A, consistent a` enfoncer la tige
fe´morale dans le fe´mur par l’application d’une charge de compression. Les parame`tres
mesure´s sont la force de compression et le de´placement de la teˆte fe´morale.
Nous allons donc de´velopper un mode`le me´cano-nume´rique de ce mode`le d’ex-
pe´rimentation in vitro qui servira d’exemple d’application a` chaque e´tape de la
me´thodologie d’e´tude propose´e dans cette the`se.
Du point de vue me´canique, le mode`le non line´aire a` de´velopper est complexe.
En effet il s’agit de re´soudre le proble`me du contact tridimensionnel avec frottement
entre deux corps de´formables : la tige fe´morale et le fe´mur, lui-meˆme constitue´ de
deux mate´riaux, l’os cortical et l’os spongieux, de proprie´te´s me´caniques tre`s diffe´-
rentes. La ge´ome´trie des corps en contact est complexe et doit eˆtre repre´sente´e au
mieux. Par conse´quent, le recours a` des me´thodes nume´riques de discre´tisation et de
re´solution est indispensable.
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Les paragraphes suivants pre´sentent la mode´lisation me´canique retenue et l’im-
ple´mentation pratique par la me´thode des e´le´ments finis du mode`le me´cano-nume´rique
qui en re´sulte. Ce mode`le me´cano-nume´rique permettra de de´crire le comportement
me´canique du syste`me couple´ « os-prothe`se non cimente´e » qui repre´sente la prothe`se
DePuy Corail® dans son environnement, particulie`rement en appui monopodal.
2.2 Formulation me´canique et mode`le nume´rique
associe´
Le proble`me me´canique a` re´soudre est celui du contact avec frottement entre
deux corps de´formables tridimensionnels, la tige fe´moral B1 et le fe´mur B2, qui
occupent respectivement les domaines V 1 et V 2 de R3 de´limite´s par les frontie`res
∂V 1 et ∂V 2.
On note Sc la surface de contact entre les corps B
1 et B2. Compte tenu du
principe des travaux virtuels, ce proble`me peut eˆtre formule´ de la fac¸on suivante
(formulation variationnelle) :
2∑
L=1
∫
V L
σT δdV =
2∑
L=1
{∫
V L
eTV δudV +
∫
∂V L
eTSδudS
}
+
∫
Sc
eTc δudS (2.1)
ou` dV et dS sont les mesures de volume et de surface respectivement ; σ est le
vecteur regroupant les contraintes de Cauchy, σ = (σ11, σ22, σ33, σ12, σ13, σ23)
T ; δ =
(δ11, δ22, δ33, δ12, δ13, δ23)
T est le vecteur des de´formations virtuelles associe´es
correspondant au vecteur des de´placements virtuels impose´s δu = (δu1, δu2, δu3)
T ;
eV = (eV1 , eV2 , eV3)
T est le vecteur des forces volumiques exte´rieures applique´es ;
eS = (eS1 , eS2 , eS3)
T est le vecteur des contraintes surfaciques exterieures applique´es
(eV et eS sont connues a priori) et ec = (ec1 , ec2 , ec3)
T est le vecteur des contraintes
inconnues de contact applique´es au corps 2 (le fe´mur) par le corps 1 (la tige fe´morale).
Par conse´quent, le travail virtuel des contraintes de contact apparaissant dans
l’e´quation (2.1) peut eˆtre re´e´crit :
∫
Sc
eTc δudS =
∫
Sc
eTc δu
21dS (2.2)
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ou` δu21 = δu2 − δu1 repre´sente le vecteur des de´placements virtuels relatifs des
deux corps dans la zone de contact.
Le terme de droite de l’e´quation (2.2) repre´sente le travail virtuel engendre´ par
les contraintes de contact lors d’un de´placement relatif virtuel au sein de la surface
de contact.
Les contraintes de contact agissant sur la surface de contact Sc peuvent eˆtre
de´compose´es en composantes normales et tangentielles comme suit :
ec = λn
12 + ts12 (2.3)
ou` λ et t sont les contraintes normales et tangentielles de contact, et n12 et s12 sont
les vecteurs normal et tangentiel unitaires associe´s a` Sc.
Rappelons que, a` cette e´tape, tous les parame`tres utilise´s sont des champs de´finis
en fonction des coordonne´es spatiales (ξ1, ξ2, ξ3).
Soit g la fonction jeu pour la paire de surface de contact. Il s’agit d’une fonction
scalaire de´finie comme suit.
Soient ξ1 = (ξ11 , ξ
1
2 , ξ
1
3)
T le vecteur des coordonne´es du point P 1 appartenant
a` ∂V 1 et ξ2 = (ξ21 , ξ
2
2 , ξ
2
3)
T le vecteur des coordonne´es du point P 2 appartenant a`
∂V 2 tels que :
||−−−→P 1P 2||3 = min
P∈∂V 2
||−−→P 1P ||3 (2.4)
ou` ‖·‖3 de´signe la norme euclidienne canonique de R3. Par conse´quent, ||
−−−→
P 1P 2||3 est
la distance euclidienne usuelle de P 1 a` P 2 et ξ2 est une fonction de ξ1. Alors g(ξ1)
est de´finie comme :
g(ξ1) = (ξ1 − ξ2)Tn12 (2.5)
ou` n12 est le vecteur normal unitaire sortant de ∂V 2 au point P 2.
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Avec cette de´finition, la condition de contact normal s’exprime :
g ≥ 0 ; λ ≥ 0 ; gλ = 0 (2.6)
ou` la dernie`re e´quation exprime que la contrainte normale de contact est de com-
pression et qu’elle n’existe que si le contact est effectif, c’est-a`-dire si g = 0.
Les conditions de contact tangentiel sont prises en compte en conside´rant une
loi de frottement locale de Coulomb de coefficient de frottement µ au sein de la
surface de contact.
La loi de frottement de Coulomb est habituellement formule´e en fonction de
la vitesse tangentielle relative locale dans le contact. Ne´anmoins, dans le cas d’une
approche statique ou quasi-statique, elle peut facilement eˆtre reformule´e en introdui-
sant le de´placement tangentiel relatif v(ξ1, e) cause´ par un incre´ment de chargement
exte´rieur ∆e de eV et eS :
v(ξ1, e) =
[(
u(ξ2, e)− u(ξ2, e−∆e))− (u(ξ1, e)− u(ξ1, e−∆e))]T s12 (2.7)
ou` s12 est le vecteur tangentiel unitaire au point P 2.
De´finissons e´galement la variable adimensionnelle τ telle que :
τ =
t
µλ
; λ > 0 (2.8)
A partir des de´finitions pre´ce´dentes, la loi de frottement de Coulomb peut eˆtre
formule´e de la manie`re suivante :
|τ | ≤ 1
|τ | < 1⇒ v = 0
|τ | = 1⇒ sign(v) = sign(τ)
(2.9)
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Pour imposer les conditions de contact normales et tangentielles, nous utilisons
la « me´thode de fonction contrainte » (constraint function method) propose´e par K.
J. Bathe et P. A. Bouzinov [Bathe 97].
Soit wn une fonction a` valeur re´elle de g et λ telle que la solution de wn(g, λ) = 0
satisfait les conditions de contact normal et ws une fonction a` valeur re´elle de v et t
telle que ma solution de ws(v, t) = 0 satisfait les conditions de contact tangentiel.
Alors le proble`me initial (2.1) prend la forme :

2∑
L=1
∫
V L
σTδdV =
2∑
L=1
{∫
V L
eTV δudV +
∫
∂V L
eTSδudS
}
+
∫
Sc
(λn12 + ts12)TδudS
wn(g, λ) = 0 ; ws(v, t) = 0
(2.10)
La formulation e´le´ments finis de ce proble`me est obtenue en utilisant les proce´-
dure standard de´taille´e dans la re´fe´rence [Bathe 95].
Le champ de de´placements u est approxime´ a` l’aide d’une proce´dure d’interpo-
lation formule´e a` partir des de´placements nodaux en tous points du maillage. Elle
conduit a` l’expression classique suivante : u(ξ1, ξ2, ξ3) ≈ H(ξ1, ξ2, ξ3)U , ou` H est
la matrice d’interpolation des de´placements et U est le vecteur des de´placements
nodaux.
La discre´tisation des conditions de contact est re´alise´e selon la me´thode propose´e
K. J. Bathe et P. A. Bouzinov [Bathe 97]. Elle conduit a` l’ajout d’un terme non
line´aire dans le proble`me initial dont la valeur de´pend de celle du vecteur inconnu
des forces de contact aux nœuds du corps B2 appartenant a` la surface de contact.
En notant fc ce terme, d ∈ Rl le vecteur global des inconnues regroupantU et fc
et f ∈ Rl le vecteur des conditions impose´es regroupant les efforts exte´rieurs nodaux
impose´s et les conditions de contact nodales impose´es, la formulation e´le´ments finis
du proble`me initial prend alors la forme :
K(d) = f (2.11)
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ou` la fonction non line´aireK de Rl dans Rl est l’ope´rateur me´canique associe´ au pro-
ble`me et l’entier l est la dimension du proble`me discre´tise´, c’est-a`-dire la dimension
du mode`le e´le´ments finis.
L’e´quation (2.11) est re´solue a` l’aide d’une proce´dure incre´mentale couple´e a` une
me´thode de Newton-Raphson. Ceci conduit a` calculer le vecteur des inconnues dn+1
a` l’incre´ment de chargement n + 1 a` partir de la solution dn obtenue a` l’incre´ment
n.
A chaque e´tape de cette proce´dure, l’e´quation incre´mentale est obtenue en line´a-
risant l’e´quation (2.11) au voisinage du dernier e´tat calcule´. En suivant la proce´dure
de´taille´e dans [Bathe 95], l’e´quation matricielle incre´mentale obtenue a` l’ite´ration i
est la suivante :
K
(i)
T,n+1∆d
(i) = f
(i)
n+1 −K(i)n+1
(
d
(i)
n+1
)
(2.12)
ou` ∆d(i) est l’incre´ment des inconnues d a` l’ite´ration (i) et K
(i)
T,n+1 est donne´ par :
K
(i)
T,n+1 = ∇d(i)n+1f
(i)
n+1 (2.13)
ou` ∇a de´signe le gradient par rapport a` a.
La re´solution de l’e´quation (2.12) donne l’incre´ment ∆d(i) et de´termine par
conse´quent la valeur du vecteur des inconnues dn+1 a` l’ite´ration (i+ 1) qui est :
d
(i+1)
n+1 = d
(i)
n+1 + ∆d
(i) (2.14)
Les ite´rations sont poursuivies jusqu’a` ce qu’un crite`re de convergence spe´cifie´
soit satisfait.
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2.3 Parame`tres incertains du mode`le
Jusqu’a` pre´sent, toutes les quantite´s apparaissant dans l’e´quation (2.11) (i.e.
l’ope´rateur K et les vecteurs d et f) ont e´te´ suppose´es de´terministes, c’est-a`-dire
non entache´es d’incertitudes.
On suppose maintenant que le vecteur des conditions impose´es f est de´termi-
niste et que deux des parame`tres de l’ope´rateur me´canique K sont incertains : le
module d’Young de l’os spongieux et le coefficient de frottement a` l’interface entre
l’os spongieux et la tige fe´morale que l’on note respectivement y1 et y2.
Ce choix re´sulte d’une part de l’analyse bibliographique du chapitre 1 qui a
permis de mettre en e´vidence la variabilite´ de ces deux parame`tres et d’autre part
du proble`me expe´rimental a` simuler dans lequel le chargement me´canique et les
conditions aux limites ge´ome´triques sont bien maˆıtrise´es.
Ainsi,K est incertain a` travers ces deux parame`tres. Soit y = (y1, y2)
T le vecteur
de R2 les regroupant. Par hypothe`se, K de´pend de y. Par conse´quent, a` partir de
l’e´quation (2.11), le vecteur inconnu d de´pend aussi de y et est donc incertain.
2.4 Variable de controˆle et crite`re de de´faillance
associe´
Formellement, la solution de l’e´quation (2.11) peut s’e´crire :
d = S(f) (2.15)
ou` S est un ope´rateur non line´aire de Rl dans Rl tel que :
S = K−1 (2.16)
Une variable de controˆle est une variable a` valeur re´elle, par exemple un de´-
placement scalaire (ou une contrainte, ou une de´formation) en un point particulier
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du syste`me me´canique e´tudie´, dont la valeur doit eˆtre controˆle´e dans le contexte de
l’analyse fiabiliste du syste`me.
Concernant le proble`me de la stabilite´ primaire de la prothe`se, l’analyse biblio-
graphique du chapitre 1 nous conduit a` choisir pour variable de controˆle la norme
euclidienne du de´placement relatif maximal entre la tige fe´morale et l’os spongieux.
Soit w une telle variable. Elle de´pend des inconnues d a` travers une relation de
la forme :
w = C(d) (2.17)
ou` C est une fonction inconnue de Rl dans R+ appele´e ope´rateur d’observation. En
inse´rant l’e´quation (2.15) dans l’e´quation (2.17), on obtient :
w = C (S(f)) = D(f) (2.18)
ou` D = C ◦ S est aussi une fonction connue de Rl dans R+.
Il en re´sulte que w peut aussi eˆtre vu comme une fonction de f . Notons que les
fonctions C et D sont connues dans le sens ou` elles sont de´crites par des mode`les
nume´riques connus.
Comme vu dans le paragraphe 2.3, l’ope´rateur me´canique K de´pend du para-
me`tre vectoriel incertain y = (y1, y2)
T . Il en re´sulte que son inverse S = K−1 de´pend
aussi de y et, d’apre`s l’e´quation (2.18), la fonction D aussi.
Indiquant ce fait par la nouvelle notation Sy et Dy a` la place de S et D, les
e´quations (2.15) et (2.18) deviennent :
d = Sy(f) , w = Dy(f) (2.19)
et peuvent eˆtre re´e´crites, puisque f est un vecteur constant de Rl :
d = L(y) , w = H(y) (2.20)
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ou` L est une fonction de R2 dans Rl et H une fonction de R2 dans R+ telle que,
∀y ∈ R2 :
L(y) = Sy(f) , H(y) = Dy(f) (2.21)
Soit w0 une valeur admissible donne´e de w, appele´e le seuil de de´faillance, et
soit u la variable re´elle telle que :
u = w0 − w (2.22)
Une telle variable est nomme´e la marge de se´curite´ associe´e a` la variable de
controˆle w, et son signe de´fini deux e´tats fondamentaux pour le mode`le me´canique :
l’e´tat suˆr si u > 0 et l’e´tat de´faillant si u ≤ 0. La valeur u = 0 caracte´rise une
situation limite appele´e l’e´tat limite de de´faillance.
Conforme´ment a` l’e´quation (2.20), u peut eˆtre re´exprime´e sous la forme :
u = F (y) = w0 −H(y) (2.23)
ou` F est une fonction de R2 dans R appele´e la fonction d’e´tat limite du mode`le
me´canique.
Cette fonction de´finit trois sous-ensembles spe´cifiques de R2 :
Ds =
{
y ∈ R2 : F (y) > 0} (2.24)
Df =
{
y ∈ R2 : F (y) ≤ 0} (2.25)
C =
{
y ∈ R2 : F (y) = 0} (2.26)
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qui ve´rifient :
Ds ∪Df = R2 , Ds ∩Df = ∅ (2.27)
et qui sont respectivement appele´s le domaine de suˆrete´, le domaine de de´faillance
et la courbe d’e´tat limite.
La condition u ≤ 0 de´finissant l’e´tat de de´faillance associe´ a` la variable de
controˆle w et a` sa valeur seuil w0. Le domaine de de´faillance Df est la repre´sentation
ge´ome´trique de ce crite`re.
Notons que, puisque la fonction F est seulement connue nume´riquement (a` partir
du mode`le e´le´ments finis de´crit dans le paragraphe 2.2), les domaines Ds, Df et C
ne peuvent eˆtre de´termine´s que nume´riquement.
2.5 Imple´mentation du mode`le
L’imple´mentation du proble`me est re´alise´e a` l’aide du logiciel de calcul FEMAP
(Finite Element Modeling And Postprocessing) - NX Nastran 1 [UGSCorp. 07b]
pour un couple fe´mur-prothe`se de taille 12.
La tige fe´morale et le fe´mur sont discre´tise´s a` l’aide d’e´le´ments finis te´trae´driques
line´aires a` quatre nœuds et trois de´gre´s de liberte´ par nœud. Le maillage de l’en-
semble est forme´ de 79067 e´le´ments et 18701 nœuds (cf. Figure 2.1).
2.5.1 Contact os spongieux - tige fe´morale
Une paire de surfaces de contact est de´finie entre la tige fe´morale et l’os spon-
gieux du fe´mur afin de prendre en compte le contact avec frottement entre ces deux
corps (cf. re´gion rouge, Figure 2.1).
1. Siemens PLM Software.
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Figure 2.1 – Mode`le e´le´ments finis du syste`me couple´ « fe´mur-prothe`se non cimente´e »
La valeur du coefficient de frottement entre l’os spongieux du fe´mur humain
et la tige fe´morale est mal connue. Les valeurs des coefficients de frottement utili-
se´es dans la litte´rature pour mode´liser ce proble`me de contact sont tre`s disperse´es
(typiquement entre 0 et 1, 73) [Rubin 93, Keaveny 93, Kuiper 96].
Compte tenu de l’environnement physiologique in vivo de ce contact et du fait
que l’interface entre la tige fe´morale et l’os spongieux fe´moral est lubrifie´e d’un
me´lange de sang et de moelle osseuse, nous avons adopte´ 0, 3 comme valeur nominale
de ce parame`tre [Booser 97, Viceconti 00].
2.5.2 Proprie´te´s me´caniques des mate´riaux
La teˆte fe´morale est constitue´e de ce´ramique alumine et la tige fe´morale re´alise´e
en alliage de titane Ti Al6 V4. Les caracte´ristiques me´caniques de ces mate´riaux,
re´capitule´es dans le tableau 2.1, sont fournies par DePuy France.
Le fe´mur est subdivise´ en deux zones de proprie´te´s me´caniques diffe´rentes corres-
pondant respectivement aux parties spongieuse et corticale de cet os (cf. Figure 2.1).
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(Teˆte fe´morale) (Tige fe´morale)
ce´ramique alumine alliage de titane
Module d’e´lasticite´ (GPa) 350 115
Coefficient de Poisson 0, 23 0, 31
Tableau 2.1 – Caracte´ristiques me´caniques des mate´riaux constituant la prothe`se
Comme nous l’avons pre´cise´ plusieurs fois au cours de ce me´moire, les proprie´te´s
me´caniques du fe´mur humain et les donne´es, trouve´es dans la litte´rature, sont tre`s
disperse´es. En effet, les proprie´te´s de l’os varient d’un sujet a` l’autre mais aussi selon
la localisation du pre´le`vement, la proce´dure de pre´le`vement utilise´e, le mode de trai-
tement et de conservation de l’e´chantillon ou encore la technique de caracte´risation
me´canique employe´e.
Par conse´quent, la mode´lisation de l’os est the´oriquement tre`s complexe. Ne´an-
moins, les mode`les de comportement me´canique adopte´s dans la litte´rature sont
relativement simples. Le fe´mur est le plus souvent subdivise´ en deux parties osseuses
distinctes (l’os spongieux et l’os cortical). En raison du manque de consensus sur
son comportement re´el, l’os spongieux et l’os cortical sont mode´lise´s comme des
mate´riaux e´lastiques line´aires homoge`nes et isotropes de modules d’Young et de
coefficients de Poisson tre`s diffe´rents. Nous adoptons e´galement ces hypothe`ses.
L’e´tude bibliographique a montre´ une forte dispersion concernant le module
d’e´lasticite´ de l’os spongieux du fe´mur humain.
Les valeurs trouve´es varient de 31 MPa a` 18, 14 GPa [Goldstein 87, Ashman 88,
Lotz 90, Cody 96, Ulrich 97, Augat 98, Turner 99, Zysset 99, Wirtz 00, Wachter 01,
Beillas 01, Homminga 02, Morgan 03, Bayraktar 04, Kaneko 04, Chevalier 07, Nazarian 07].
L’os cortical du fe´mur humain a, de son coˆte´, une valeur du module d’Young
relativement moins disperse´e avec des donne´es se situant entre des valeurs extreˆmes
de 5, 47 ∼ 26, 4 GPa. [Reilly 75, Lotz 91, Turner 99, Zysset 99, Wirtz 00, Beillas 01,
Kaneko 03, Bayraktar 04, Dong 04, Duchemin 08].
Apre`s analyse de tous ces travaux, nous avons adopte´ les valeurs Espongieux =
1000 MPa et Ecortical = 20 GPa pour la validation du mode`le de´terministe de´ve-
loppe´.
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Concernant le coefficient de Poisson du fe´mur, les valeurs rapporte´es dans la
litte´rature sont e´galement tre`s disperse´es, entre 0, 2 et 0, 5 pour l’os cortical et entre
0, 01 et 0, 35 pour l’os spongieux. Nous avons adopte´ la valeur de 0, 3 pour caracte´riser
ces deux coefficients de Poisson (υspongieux = υcortical = 0, 3) [Goldstein 87, Lotz 91,
Turner 99, Wirtz 00, Pancanti 03, Dong 04].
Les caracte´ristiques me´caniques adopte´es pour le fe´mur sont re´capitule´es dans
le tableau 2.2.
Os spongieux Os cortical
Module d’e´lasticite´ (MPa) 1000 20000
Coefficient de Poisson 0, 3 0, 3
Tableau 2.2 – Caracte´ristiques me´caniques des mate´riaux constituant le fe´mur
2.5.3 Conditions aux limites et chargement
La figure 2.2 de´taille les conditions aux limites du proble`me mode´lise´.
On de´finit un encastrement parfait entre la teˆte fe´morale et la tige fe´morale. Le
fe´mur est encastre´ sur sa partie distale.
Le positionnement du fe´mur correspond a` une posture debout. La force appli-
que´e est verticale et elle est incre´mente´e jusqu’a` une valeur maximale de 3000 N
correspondant a` la charge maximale applique´e lors d’un cycle de marche d’une per-
sonne de 75 kg en position de compression unilate´rale.
Toutes ces conditions reproduisent les conditions applique´es lors des essais in
vitro re´alise´s par Guillaume Demey qui servent de re´fe´rence pour la validation du
mode`le.
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Figure 2.2 – Conditions aux limites et positionnement du fe´mur
2.6 Applications nume´riques
2.6.1 Validation du mode`le
Les donne´es enregistre´es lors des essais expe´rimentaux sont la force applique´e
en un point de la teˆte fe´morale appele´ « point te´moin » et le de´placement engendre´
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en ce point par ce chargement. Par conse´quent, la valeur de l’enfoncement du point
te´moin de la teˆte fe´morale (cf. Figure 2.3) est la grandeur retenue pour valider le
mode`le nume´rique de´terministe.
Figure 2.3 – Enfoncement du point te´moin sur la teˆte fe´morale
Les re´sultats expe´rimentaux sont pre´sente´s en de´tail dans le me´moire de Guillaume
Demey [Demey 06]. Les courbes repre´sentant l’e´volution du de´placement du point
te´moin en fonction de la charge applique´e obtenues lors d’essais mene´s sur huit
spe´cimens de tailles variables sont repre´sente´es sur la figure 2.4.
Figure 2.4 – Re´capitulation des re´sultats expe´rimentaux
Compte tenu de la prothe`se mode´lise´e par notre mode`le e´le´ments finis, les
courbes les plus inte´ressantes sont celles qui correspondent a` des essais mene´s sur
des spe´cimens de taille 12 (cf. Figure 2.4 Droite).
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La plupart des enfoncements du point te´moin sur la teˆte fe´morale sont infe´rieurs
a` 550 microme`tres sous le chargement de 3000 N . La moyenne de l’enfoncement
maximal du point te´moin obtenue a` partir des huit essais est e´gale a` 540 µm (cf.
Figure 2.5).
Figure 2.5 – Comparaison des re´sultats expe´rimentaux et nume´rique
Ces re´sultats permettent de comparer l’enfoncement maximal du point te´moin
fourni par notre mode`le e´le´ments finis avec les re´sultats expe´rimentaux.
Il est a` noter qu’un e´cart de moins de 2% se´pare le re´sultat du mode`le nume´rique
de la moyenne des re´sultats expe´rimentaux concernant les spe´cimens de taille 12.
Ce bon accord entre mode`le et expe´rimentation constitue une validation du
mode`le e´le´ments finis de´veloppe´. Par conse´quent, ce mode`le peut eˆtre utilise´ pour
e´tudier le comportement me´canique du syste`me couple´ « fe´mur-prothe`se non cimen-
te´e : DePuy Corail® » et en particulier pour de´terminer la valeur de l’enfoncement
de l’implant dans le fe´mur ainsi que le de´placement relatif au niveau de l’interface
os-prothe`se qui constitue la variable de controˆle associe´e au proble`me de la stabilite´
primaire.
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2.6.2 E´tude parame´trique
Le maximum des de´placements relatifs entre l’os spongieux et l’implant est
souvent conside´re´ comme la variable de controˆle de la stabilite´ primaire de la prothe`se
de hanche non cimente´e.
Nous avons donc mene´ une e´tude parame´trique pour estimer rapidement l’im-
pact de la variabilite´ de ces deux parame`tres (Espongieux et ftige−spongieux) sur cette
variable de controˆle indiquant la stabilite´ de la prothe`se afin d’e´tablir nume´rique-
ment la pertinence et l’utilite´ de conside´rer ces parame`tres comme incertains dans
la mode´lisation propose´e.
L’amplitude du de´placement relatif maximal diminue logiquement avec l’aug-
mentation de la valeur du module d’e´lasticite´ de l’os spongieux (cf. Figure 2.6
Gauche). Par rapport a` la valeur de re´fe´rence (1000 MPa), nous avons note´ une
augmentation de 46, 18% et une diminution de 23, 50% lorsque le Espongieux varie de
500 a` 2000 MPa.
Le module d’Young a ensuite e´te´ fixe´ permettant d’e´tudier l’influence de la va-
riation du coefficient de frottement entre la tige fe´morale et l’os spongieux sur le
de´placement relatif de la tige fe´morale. Les re´sultats obtenus montrent un accroisse-
ment de 77, 62% et un de´croissement de 23.41% lorsque le ftige−spongieux varie de 0, 1
a` 0, 6 et ce par rapport a` la valeur de re´fe´rence ftige−spongieux = 0, 3 (cf. Figure 2.6
Droite).
Figure 2.6 – E´tude parame´trique de l’influence des parame`tres incertains
Espongieux et ftige−spongieux
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Ces quelques re´sultats nume´riques mettent en e´vidence l’influence des deux pa-
rame`tres incertains du mode`le (Espongieux et ftige−spongieux) sur la valeur de la variable
de controˆle de la stabilite´ primaire de la prothe`se de hanche non cimente´e.
Il apparaˆıt donc utile et meˆme ne´cessaire d’introduire une mode´lisation sto-
chastique de ces parame`tres d’entre´e incertains afin de proposer une me´thodologie
capable de de´finir et estimer la stabilite´ primaire au sens probabiliste.
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Chapitre 3
Mode´lisation stochastique et
me´thode d’analyse probabiliste
propose´e
Dans ce chapitre, nous de´taillons les mode`les stochastiques retenus pour de´crire
la variabilite´ ale´atoire des parame`tres incertains du mode`le me´canique, puis, apre`s
avoir de´fini les e´ve´nements de de´faillance et de se´curite´ destine´s a` caracte´riser la
stabilite´ primaire de l’implant, nous exposons la me´thodologie probabiliste propose´e
pour e´valuer cette dernie`re.
La me´thodologie retenue est base´e sur l’approche fiabiliste classiquement utilise´e en
me´canique structurale et nous n’en rappelons ici que les principales e´tapes, renvoyant
en annexe les de´tails des me´thodes sur lesquelles elle s’appuie.
On notera que dans le contexte statique qui est celui de cette e´tude, et confor-
me´ment a` la terminologie biome´canique, le vocable « stabilite´ primaire » doit eˆtre
compris ici comme le maximum du de´placement relatif de la tige fe´morale au niveau
de l’interface os-prothe`se a` ne pas de´passer une valeur pre´de´termine´e.
Dans tout ce qui suit, toutes les variables ale´atoires (v.a.) conside´re´es seront sup-
pose´es de´finies sur le meˆme espace de probabilite´ (Ω,F ,P), ou` Ω est un ensemble
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abstrait quelconque (i.e. l’ensemble des e´preuves), F est une tribu de parties de Ω et
P est une probabilite´ sur F .
3.1 Mode´lisation stochastique des parame`tres in-
certains
Afin de prendre en compte la variabilite´ ale´atoire des parame`tres incertains
y1 (module d’Young de l’os spongieux) et y2 (coefficient de frottement entre l’os
spongieux et la tige fe´morale), ces deux parame`tres sont mode´lise´s par des v.a.
continues note´es respectivement Y1 et Y2.
Le vecteur ale´atoire bidimensionnel Y = (Y1, Y2)
T regroupant ce deux v.a. sca-
laires est le mode`le probabiliste du parame`tres incertain vectoriel y = (y1, y2)
T et
nous supposons dans ce travail qu’il satisfait les hypothe`ses suivantes :
(H1) ses composantes Y1 et Y2 sont inde´pendantes,
(H2) elles suivent le meˆme type de loi,
(H3) trois types de loi sont admissibles pour ces dernie`res : la loi uniforme, la
loi gaussienne tronque´e, la loi lognormale tronque´e.
A propos de ces hypothe`ses, nous pouvons faire les remarques suivantes :
(R1) Soient pY1 , pY2 et pY les densite´s des lois de Y1, Y2 et Y = (Y1, Y2)
T
respectivement. Alors, d’apre`s (H1) : pY = pY1 ⊗ pY2 , c’est-a`-dire, ∀y = (y1, y2)T :
pY (y) = pY1(y1)pY2(y2) (3.1)
(R2) D’apre`s (H2) et (H3) les densite´s pY1 et pY2 sont toutes les deux, soit
uniformes, soit gaussiennes tronque´es, soit lognormales tronque´es.
(R3) Soit Yj une v.a. scalaire continue de densite´ de probabilite´ pYj . Alors (cf.
Annexe B), Yj est dite suivre une loi :
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(a) uniforme de support [aj, bj], −∞ < aj < bj < +∞, si :
pYj(yj) =
1
bj − aj 1[aj ,bj ] (yj) , yj ∈ R (3.2)
(b) gaussienne tronque´e de moyenne mYj , d’e´cart-type σYj et de support
[aj, bj], −∞ ≤ aj < mYj < bj ≤ +∞, si :
pYj(yj) =
ϕ(
yj−mj
σj
)
σj(Bj − Aj)1Sj(yj) , yj ∈ R (3.3)
ou` 1Sj est la fonction indicatrice de Sj (i.e. 1Sj(yj) = 1 si yj ∈ Sj et 1Sj(yj) = 0 si
yj /∈ Sj), Sj est l’intervalle (aj, bj), −∞ ≤ aj < bj ≤ +∞, et mj, σj sont solutions
du syste`me non line´aire :
{
σj(βj−αj)
Bj−Aj +mYj −mj = 0
σj(bjβj−ajαj)
Bj−Aj + σ
2
Yj
− σ2j +mYj(mYj −mj) = 0
(3.4)
dans lequel :
Aj = Φ
(
aj −mj
σj
)
, Bj = Φ
(
bj −mj
σj
)
(3.5)
αj = ϕ
(
aj −mj
σj
)
, βj = ϕ
(
bj −mj
σj
)
(3.6)
ou` ϕ et Φ sont respectivement la densite´ de probabilite´ et la fonction de re´partition
de la loi gaussienne standard sur R, telles que :
ϕ(t) =
1√
2pi
e−t
2/2 , Φ(t) =
∫ t
−∞
ϕ(z)dz , t ∈ R (3.7)
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(c) lognormale tronque´e de moyenne mYj , d’e´cart-type σYj et de support
[aj, bj], 0 ≤ aj < mYj < bj ≤ +∞, si :
pYj(yj) =
1
yj
ϕ(
lnyj−mj
σj
)
σj(B0j − A0j)1Sj(yj) , yj ∈ R (3.8)
ou` Sj = (aj, bj), 0 ≤ aj < bj ≤ +∞, et mj, σj sont solutions du syste`me non
line´aire :
 mYj(B0j − A0j)− e
mj+
σ2j
2 (B1j − A1j) = 0
mYj(1 +
σ2Yj
m2Yj
)(B1j − A1j)− emj+
3σ2j
2 (B2j − A2j) = 0
(3.9)
dans lequel :
A0j = Φ
(
lnaj −mj
σj
)
, B0j = Φ
(
lnbj −mj
σj
)
(3.10)
A1j = Φ
(
lnaj −mj
σj
− σj
)
, B1j = Φ
(
lnbj −mj
σj
− σj
)
(3.11)
A2j = Φ
(
lnaj −mj
σj
− 2σj
)
, B2j = Φ
(
lnbj −mj
σj
− 2σj
)
(3.12)
3.2 E´ve´nements de de´faillance et de se´curite´
Les relations (2.20) et (2.23) montre que, lorsque le parame`tre incertain vectoriel
y = (y1, y2)
T est mode´lise´ par un vecteur ale´atoire Y = (Y1, Y2)
T , la variable de
controˆle w et la marge de se´curite´ u, qui de´pendent toutes deux de y, deviennent
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des v.a. comme fonctions de Y . Soient, respectivement, W et U ces v.a.. Elles sont
telles que :
W = H(Y ) , U = F (Y ) (3.13)
et sont toutes les deux de´finies sur l’espace de probabilite´ (Ω,F ,P).
Nous supposons bien entendu ici que les domaines de de´finition des fonctions
H et F contiennent le support de la loi de Y (on remarquera au passage que ces
domaines co¨ıncident, d’apre`s (2.23)).
Dans ce contexte ale´atoire, l’e´tat de se´curite´ et l’e´tat de de´faillance du syste`me
me´canique sont de´finis par deux e´ve´nements : l’e´ve´nement de se´curite´ Es ∈ F et
l’e´ve´nement de de´faillance Ef ∈ F tels que :
Es = {ω ∈ Ω : U(ω) > 0} = {ω ∈ Ω : F (Y (ω)) > 0} (3.14)
Ef = {ω ∈ Ω : U(ω) ≤ 0} = {ω ∈ Ω : F (Y (ω)) ≤ 0} (3.15)
et qui ve´rifient :
Es ∪ Ef = Ω , Es ∩ Ef = ∅ (3.16)
Es est l’e´ve´nement associe´ au domaine de se´curite´ Ds et Ef celui associe´ au
domaine de de´faillance Df (cf. formules (2.24) et (2.25)).
3.3 Me´thode d’analyse probabiliste propose´e
3.3.1 Objectif fondamental
Dans le contexte probabiliste que nous venons de de´finir, pour estimer la stabilite´
primaire du syste`me couple´ os-prothe`se, nous avons opte´ pour une de´marche fiabiliste
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base´e sur le choix des e´ve´nements de se´curite´ et de de´faillance de´finis au paragraphe
pre´ce´dent.
Dans une telle de´marche l’objectif fondamental est alors l’e´valuation des proba-
bilite´s d’occurrence de ces e´ve´nements, c’est-a`-dire des probabilite´s P(Es) et P(Ef )
telles que :
P(Es) =
∫
Ds
pY (y)dy , P(Ef ) =
∫
Df
pY (y)dy (3.17)
lesquelles ve´rifient, d’apre`s (3.16) :
P(Es) = 1− P(Ef ) (3.18)
ou` y = (y1, y2)
T et dy = dy1dy2.
On voit, d’apre`s (3.18) que P(Es) est connue de`s que P(Ef ) l’est, et re´ciproque-
ment, de sorte que l’on peut se contenter du calcul d’une seule de ces probabilite´s
pour quantifier la fiabilite´ du syste`me vis-a`-vis du crite`re de de´faillance retenu.
Dans toute la suite, nous ne nous inte´resserons qu’a` P(Ef ), appele´e probabi-
lite´ de de´faillance et que nous noterons de´sormais Pf . Cette probabilite´ peut eˆtre
re´e´crite :
Pf = P(Ef ) =
∫
R2
1Df (y)pY (y)dy (3.19)
avec Df de´fini par (2.25).
Son calcul ne´cessitant l’emploi d’une proce´dure nume´rique, nous avons opte´ pour
une me´thode de Monte-Carlo. En fait, nous avons eu recours a` trois me´thodes de ce
type [Ditlevsen 96, Fishman 96, Rubinstein 08] que nous avons compare´es dans le
cadre des applications nume´riques traite´es (cf. Chapitre 4) : la me´thode standard (ou
brute), la me´thode base´e sur la technique d’e´chantillonnage d’importance (impor-
tance sampling technique) et celle base´e sur la technique de simulation directionnelle
(directional simulation technique). Leur principe est rappele´ dans l’annexe C.
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3.3.2 Formulation standard
La de´marche fiabiliste propose´e est base´e sur l’approche fiabiliste utilise´e en
me´canique des structures, qui requiert de re´e´crire le proble`me en termes de variables
ale´atoires gaussiennes standards inde´pendantes. Ceci nous ame`ne dans notre cas a`
construire une transformation re´gulie`re T , d’inverse T−1, telle que le vecteur ale´a-
toire de base Y = (Y1, Y2)
T puisse s’e´crire :
Y = T (X) (3.20)
ou` X = (X1, X2)
T est un vecteur ale´atoire gaussien standard de´fini sur (Ω,F ,P), a`
valeurs dans R2.
Une fois cette transformation construite, l’e´ve´nement de de´faillance Ef peut
s’exprimer en fonction de X comme suit :
Ef = {ω ∈ Ω : Γ (X(ω)) ≤ 0} (3.21)
ou` Γ est une application de R2 dans R telle que, ∀x ∈ R2 :
Γ(x) = F (T (x)) (3.22)
D’apre`s (3.21), la probabilite´ de de´faillance peut alors s’e´crire :
Pf = P(Ef ) =
∫
R2
1∆f (x)ϕ2(x)dx (3.23)
ou` x = (x1, x2)
T , dx = dx1dx2, ∆f est le sous-ensemble de R
2 tel que :
∆f =
{
x ∈ R2 : Γ(x) ≤ 0} (3.24)
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et ϕ2 est la densite´ de la loi gaussienne standard sur R
2, telle que :
ϕ2(x) =
1
2pi
exp
(
−x
2
1 + x
2
2
2
)
, x = (x1, x2)
T ∈ R2 (3.25)
On notera que la relation (3.23) aurait pu aussi eˆtre obtenue en proce´dant dans
(3.19) au changement de variable y = T (x).
L’ensemble ∆f est l’image de Df dans la transformation y → x = T−1(y),
soit ∆f = T
−1(Df ). Son comple´mentaire dans R2, c’est-a`-dire l’ensemble ∆s =
{x ∈ R2 : Γ(x) > 0}, et le bord commun entre ∆f et ∆s, c’est-a`-dire la courbe Σ =
{x ∈ R2 : Γ(x) = 0}, sont tels que : ∆s = T−1(Ds), Σ = T−1(C).
Les trois ensemble ∆f , ∆s et Σ sont donc respectivement le domaine de de´-
faillance, le domaine de se´curite´ et la courbe d’e´tat limite du syste`me dans l’espace
image (cf. Figure 3.1).
La relation (3.23) repre´sente la formulation standard du proble`me fiabiliste.
Comme mentionne´ plus haut, le calcul de cette inte´grale (de valeur tre`s faible par
de´finition) a e´te´ effectue´ en utilisant trois me´thodes de Monte-Carlo : la me´thode
standard, celle base´e sur l’e´chantillonnage d’importance et celle fonde´e sur la simu-
lation directionnelle (cf. Annexe C).
Une telle formulation est comple`tement de´finie de`s que la transformation T
est connue et l’expression de cette dernie`re de´pend bien e´videmment de la loi du
vecteur ale´atoire de base Y = (Y1, Y2)
T . Comme les composantes Y1 et Y2 de Y ont
e´te´ suppose´es inde´pendantes, cette transformation est de la forme :
Y = T (X)⇐⇒
{
Y1 = T1(X) = t1(X1)
Y2 = T2(X) = t2(X2)
(3.26)
ou` Tj, j ∈ {1, 2}, est la j-e`me coordonne´e de T et tj, j ∈ {1, 2}, est une application
de R dans Sj ⊆ R, ou` Sj est le support de la densite´ de probabilite´ pYj de Yj.
Nous rappelons ci-dessous l’expression de la transformation Yj = tj(Xj) pour
chacune des trois lois conside´re´es pour les Yj (cf. §3.1). On gardera bien a` l’esprit
que les v.a. Y1 et Y2 sont suppose´es suivre toutes les deux le meˆme type de loi.
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Figure 3.1 – Repre´sentation ge´ome´trique du point de fonctionnement M∗, des domaines
de de´faillance ∆f ,∆SORMf ,∆
FORM
f et des courbes d’e´tat limite Σ,Σ
SORM ,ΣFORM dans
l’espace image
(a) Yj, j ∈ {1, 2}, suit une loi uniforme de support [aj, bj], −∞ < aj < bj <
+∞ :
Yj = tj(Xj) = aj + (bj − aj)Φ(Xj) (3.27)
(b) Yj, j ∈ {1, 2}, suit une loi gaussienne tronque´e de moyenne mYj , d’e´cart-
type σYj et de support [aj, bj], −∞ < aj < mYj < bj < +∞ :
Yj = tj(Xj) = mj + σjΦ
−1 (Aj + (Bj − Aj)Φ(Xj)) (3.28)
ou` Aj and Bj sont donne´s par (3.5) et mj, σj sont solutions du syste`me (3.4).
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(c) Yj, j ∈ {1, 2}, suit une loi lognormale tronque´e de moyenne mYj , d’e´cart-
type σYj et de support [aj, bj], 0 < aj < mYj < bj < +∞ :
Yj = tj(Xj) = exp
(
mj + σjΦ
−1 (A0j + (B0j − A0j)Φ(Yj))
)
(3.29)
ou` A0j et B0j sont donne´s par (3.10) et mj, σj sont solutions du syste`me (3.9).
On notera que le fait que les v.a. Y1 et Y2 soient suppose´es suivre le meˆme type
de loi n’est pas une perte de ge´ne´ralite´. C’est une simple hypothe`se de travail qui
pourrait tre`s bien eˆtre change´e sans mettre en pe´ril la me´thodologie propose´e.
3.3.3 Indice de Hasofer-Lind
L’indice de Hasofer-Lind βHL [Ditlevsen 96, Hasofer 74] est un indicateur fiabi-
liste dont le calcul est plus aise´ que celui de la probabilite´ de de´faillance Pf et que
l’on utilise de ce fait comme substitut de cette dernie`re. Il est de´fini dans l’espace
image comme suit :
βHL = δ(O,∆f ) (3.30)
ou` δ(O,∆f ) est la distance euclidienne entre le point origine O et le domaine de
de´faillance ∆f . En explicitant cette distance (3.30) se re´e´crit :
βHL = min
M∈∆f
||−−→OM ||2 (3.31)
ou` ‖·‖2 de´signe la norme euclidienne canonique sur R2.
L’algorithme Rackwitz-Fiessler [Rackwitz 76, Fiessler 79] est bien adapte´ a` la
re´solution du proble`me d’optimisation non line´aire (3.31) et c’est cet algorithme que
nous avons utilise´ pour traiter les applications nume´riques du chapitre 4. On notera
que pour ces applications, nous avons pu ve´rifier que le proble`me (3.31) avait une
unique solution.
XiaoSu HU
Laboratoire de Me´canique et Inge´nieries
Universite´ Blaise Pascal & Institut Franc¸ais de Me´canique Avance´e
3. Mode´lisation stochastique et me´thode d’analyse probabiliste propose´e 73
Le point solution :
M∗ = Arg
(
min
M∈∆f
||−−→OM ||2
)
(3.32)
tel que βHL = ||−−−→OM∗||2, est appele´ le point de fonctionnement. Il est situe´ sur le
bord Σ de ∆f (cf. Figure 3.1).
Si x∗ = (x∗1, x
∗
2)
T de´signe le vecteur de R2 dont les composantes x∗1 et x
∗
2 sont
les coordonne´s de M∗ (x∗ est le vecteur-position de M∗), alors βHL est donne´ par :
βHL = −〈∇Γ(x
∗),x∗〉2
‖∇Γ(x∗)‖2
(3.33)
ou` Γ est la fonction d’e´tat limite de´finie par (3.22), ∇Γ est le gradient de Γ (suppose´
exister au point M∗), et 〈·, ·〉2 est le produit scalaire euclidien canonique sur R2.
3.3.4 Approximation FORM
Cette approximation (FORM signifie First Order Reliability Method) [Ditlevsen 96,
Hasofer 74, Rackwitz 76] consiste a` remplacer le domaine de de´faillance ∆f par le
demi-espace :
∆FORMf =
{
x ∈ R2 : ΓAT1(x) ≤ 0} (3.34)
ou` ΓAT1 est l’approximation de Taylor du premie`re ordre de Γ en M∗, telle que :
ΓAT1(x) = 〈∇Γ(x∗) , x− x∗〉2 , x ∈ R2 (3.35)
et dont le graphe ΣFORM est une droite tangente a` Σ en M∗ (cf. Figure 3.1).
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En utilisant cette approximation de ∆f , la probabilite´ de de´faillance (3.23) est
alors approxime´e par :
P FORMf =
∫
R2
1∆FORMf
(x)ϕ2(x)dx (3.36)
et un simple calcul montre que :
P FORMf = Φ(−βHL) (3.37)
ou` βHL est donne´ par (3.33).
3.3.5 Approximation SORM
Raffinement de la pre´ce´dente, (SORM signifie Second Order Reliability Method)
[Ditlevsen 96, Fiessler 79], cette approximation est base´e sur le remplacement du
domaine de de´faillance ∆f par l’ensemble :
∆SORMf =
{
x ∈ R2 : ΓAT2(x) ≤ 0} (3.38)
ou` ΓAT2 est l’approximation de Taylor du second ordre de Γ en M∗, telle que :
ΓAT2(x) =
〈
∇Γ(x∗) + 1
2
∇2Γ(x∗)(x− x∗) , x− x∗
〉
2
, x ∈ R2 (3.39)
dont le graphe ΣSORM est une courbe du second ordre tangente a` Σ en M∗ (cf.
Figure 3.1). Dans (3.39)), ∇2Γ est la hessienne de Γ et elle est suppose´e exister au
point M∗.
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En utilisant cette substitution, la probabilite´ de de´faillance (3.23) est alors ap-
proxime´e par :
P SORMf =
∫
R2
1∆SORMf
(x)ϕ2(x)dx (3.40)
et cette inte´grale peut eˆtre e´value´e en utilisant la formule approche´e asymptotique
de Breitung [Breitung 84] :
P SORMf ≈ Φ(−βHL) (1− χβHL)−1/2 , (βHL → +∞) (3.41)
ou celle de Hohenbichler [Hohenbichler 87] :
P SORMf ≈ Φ(−βHL)
(
1− χ ϕ(βHL)
Φ(−βHL)
)−1/2
, (βHL → +∞) (3.42)
qui est une ame´lioration de la pre´ce´dente.
Dans ces deux formules, χ est la courbure de la courbe d’e´tat limite Σ en M∗,
ϕ et Φ sont les fonctions donne´es par (3.7) et les deux conditions suivantes sont
suppose´es ve´rifie´es : χβHL < 1 et χϕ(βHL)/Φ(−βHL) < 1.
3.3.6 Caracte´risation de la variable de controˆle W
D’apre`s (3.13), cette v.a. est de´finie par :
W = H(Y ) (3.43)
et peut se re´e´crire, en fonction de X :
W = Ψ (X) (3.44)
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ou` Ψ est une application de R2 dans R telle que, ∀x = (x1, x2)T ∈ R2 :
Ψ (x) = H (T (x)) (3.45)
Si l’on cible l’e´tude sur l’analyse fiabiliste du syste`me, il est ne´cessaire de disposer
d’un maximum d’information sur cette v.a. et si possible de l’information maximale
constitue´e par sa densite´ de probabilite´ pW .
Par contre, si l’on s’inte´resse a` la propagation des incertitudes dans le mode`le
me´cano-nume´rique, on peut eˆtre moins ambitieux et se contenter de la connaissance
de quelques moments de W , par exemple de ses K ≥ 2 premiers moments centre´s
µW,k, 2 ≤ k ≤ K, donne´s par :
µW,k = E
[
(W −mW )k
]
= E
[
(Ψ (X)−mW )k
]
=
∫
R2
(Ψ (x)−mW )k ϕ2 (x) dx
(3.46)
avec mW la moyenne de W , telle que :
mW = E [W ] = E [Ψ (X)] =
∫
R2
Ψ (x) dx (3.47)
et ϕ2 la densite´ gaussienne donne´e par (3.25).
Ainsi, si l’analyse de propagation ne met en jeu que le coefficient de variation cW ,
le coefficient d’asyme´trie SW et le coefficient d’aplatissement KW de W , grandeurs
de´finies par :
cW =
µ
1/2
W,2
mW
(3.48)
SW =
µW,3
σ3W
=
µW,3
µ
3/2
W,2
(3.49)
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KW =
µW,4
σ4W
− 3 = µW,4
µ2W,2
− 3 (3.50)
alors on voit que l’on peut se limiter a` la connaissance de la moyenne et des moments
centre´s jusqu’a` l’ordre 4 de W .
Pour calculer ces moments, on peut bien entendu utiliser une me´thode de Monte-
Carlo. Mais dans le cas pre´sent, compte tenu de la faible dimension du proble`me
probabiliste (i.e. du vecteur ale´atoire Y , et donc deX), on peut e´galement employer
une me´thode de collocation stochastique [Bressolette 10], tout aussi pre´cise, mais
beaucoup moins chronophage qu’une me´thode de Monte-Carlo. C’est la solution que
nous avons retenue et dont nous exposons le principe et quelques points de de´tail
dans l’annexe D.
La figure 3.2 sche´matise l’ordonnancement des ope´rations lie´es a` la me´thodo-
logie fiabiliste propose´e. Le couplage me´cano-probabiliste a e´te´ de´veloppe´ sous VB
(Visual Basic) via l’application API (Application Programming Interface) de FE-
MAP [UGSCorp. 07a].
Figure 3.2 – Couplage me´cano-probabiliste du syste`me couple´
XiaoSu HU
Laboratoire de Me´canique et Inge´nieries
Universite´ Blaise Pascal & Institut Franc¸ais de Me´canique Avance´e
78 3.3. Me´thode d’analyse probabiliste propose´e
XiaoSu HU
Laboratoire de Me´canique et Inge´nieries
Universite´ Blaise Pascal & Institut Franc¸ais de Me´canique Avance´e
Chapitre 4
Applications nume´riques
Dans ce chapitre, nous pre´sentons quelques applications nume´riques destine´es
a` illustrer les possibilite´s des me´thodes expose´es dans le chapitre 3. Ces applica-
tions sont toutes relatives au mode`le me´cano-nume´rique du syste`me couple´ « fe´mur-
prothe`se non cimente´e : DePuy® Corail » de´crit dans le chapitre 2 et leur pre´sen-
tation est subdivise´e en trois parties.
La premie`re est centre´e sur l’analyse de la propagation des incertitudes. On y
quantifie l’influence de la variabilite´ ale´atoire des parame`tres incertains sur les pre-
miers moments et sur la loi (densite´ de probabilite´, fonction de re´partition) de la
variable ale´atoire de controˆle W . Ces divers calculs sont re´alise´s a` l’aide de la me´-
thode de Monte-Carlo standard (pour les moments et pour la loi) et de la me´thode
de collocation stochastique (pour les moments).
La deuxie`me partie concerne l’analyse fiabiliste du syste`me couple´ os-prothe`se. Plu-
sieurs situations sont conside´re´es, oriente´es vers l’e´tude de l’influence de certaines
caracte´ristiques des parame`tres ale´atoires sur la fiabilite´, e´value´e soit au travers de
l’indice de Hasofer-Lind, soit au travers de la probabilite´ de de´faillance. Les trois
me´thodes de Monte-Carlo pre´conise´es pour le calcul de la probabilite´ de de´faillance
font e´galement l’objet d’une e´tude comparative dans cette partie.
Enfin, la troisie`me partie est consacre´e a` une analyse de sensibilite´ locale desti-
ne´e a` e´valuer, par le biais des facteurs d’importance, le poids de chaque parame`tre
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ale´atoire sur la valeur estime´e de l’indice de Hasofer-Lind.
4.1 Analyse probabiliste de la propagation des in-
certitudes
Il s’agit ici de quantifier l’influence de la variabilite´ ale´atoire des parame`tres
incertains Y1 (module d’Young de l’os spongieux) et Y2 (coefficient de frottement
entre la tige fe´morale et l’os spongieux) sur la variable ale´atoire de controˆle W
(norme euclidienne du de´placement relatif maximal entre la tige fe´morale et l’os
spongieux).
Cette influence est mesure´e au travers, d’une part de la moyenne mW et des co-
efficients de variation cW , d’asyme´trie SW et d’aplatissement KW de W (cf. formules
(3.48), (3.49), (3.50)), et d’autre part de la loi de W , repre´sente´e par sa densite´ de
probabilite´ pW et sa fonction de re´partition FW .
Toutes ces caracte´ristiques sont estime´es en utilisant la me´thode de Monte-
Carlo standard. Les deux premie`res mW et cW sont e´galement e´value´es a` l’aide de
la me´thode de collocation stochastique (cf. Annexe D).
Les moyennes (mY1 , mY2) et les e´carts-types (σY1 , σY2) des v.a. Y1 et Y2 sont
fixe´s aux valeurs suivantes :
mY1 = 1000 MPa , σY1 = 100 MPa ; mY2 = 0.3 , σY2 = 0.03 (4.1)
On a donc pour les coefficients de variation :
cY1 = cY2 = 0.10 (4.2)
Ces valeurs sont repre´sentatives de celles trouve´es dans la litte´rature pour les
meˆmes parame`tres me´caniques.
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Les v.a. Y1 et Y2 sont inde´pendantes et trois cas sont conside´re´s concernant leur
loi :
(C1) Y1 et Y2 sont uniformes ;
(C2) Y1 et Y2 sont gaussiennes tronque´es, de supports respectifs [a1 , b1], [a2 , b2],
avec aj = mYj − 3σYj , bj = mYj + 3σYj , pour j ∈ {1, 2} ;
(C3) Y1 et Y2 sont lognormales tronque´es, de supports respectifs [a1 , b1],
[a2 , b2], avec aj = mYj − 3σYj , bj = mYj + 3σYj , pour j ∈ {1, 2}.
On notera que dans le cas (C1), le support [aj , bj] des v.a. Yj est fixe´ par la
donne´ de la moyenne et de l’e´cart-type de ces v.a.. On a en effet :
aj = mYj −
√
3σYj , bj = mYj +
√
3σYj , j = 1, 2 (4.3)
Les estime´es de la moyenne mW , de son intervalle de confiance au niveau de
confiance 95% : ImW (95%), des coefficients cW , SW , KW , de la densite´ de proba-
bilite´ pW et de la fonction de re´partition FW obtenues a` partir de la me´thode de
Monte-Carlo standard sont re´sume´es dans le tableau 4.1 et sur les figures 4.1 a` 4.3.
N = 10000 re´alisations simule´es du parame`tre ale´atoire vectoriel Y = (Y1, Y2)
T ont
e´te´ utilise´es pour obtenir ces estime´es. La me´thode employe´e pour l’estimation des
fonctions pW et FW est de´taille´e dans l’annexe E.
Figure 4.1 – Estime´es de la densite´ de probabilite´ pW et de la fonction de re´partition FW
dans le cas (C1) : Y1 et Y2 uniformes
Le tableau 4.2 re´pertorie les approximations de mW et cW fournies par la me´-
thode de collocation stochastique. Ces approximations ont e´te´ calcule´es successive-
ment pour n = 2 × 2 = 4, n = 4 × 4 = 16 et n = 6 × 6 = 36 points de collocation
(cf. Annexe D).
L’examen de ces re´sultats appelle les remarques suivantes :
XiaoSu HU
Laboratoire de Me´canique et Inge´nieries
Universite´ Blaise Pascal & Institut Franc¸ais de Me´canique Avance´e
82 4.1. Analyse probabiliste de la propagation des incertitudes
Lois de probabilite´
Y1 et Y2 Y1 et Y2 Y1 et Y2
uniformes gaussiennes lognormales
tronque´es tronque´es
mW 247.1 247.3 247.0
ImW (95%) [246.7 , 247.5] [246.9 , 247.6] [246.7 , 247.4]
cW 7.2% 7.6% 7.2%
SW 0.86 1.34 1.08
KW 1.13 4.06 2.86
Tableau 4.1 – Estime´es, via la me´thode de Monte-Carlo standard, de mW , de son in-
tervalle de confiance a` 95% : ImW (95%), et des coefficients cW , SW et KW , obtenues en
utilisant N = 10000 re´alisation simule´es de Y = (Y1, Y2)T
Figure 4.2 – Estime´es de la densite´ de probabilite´ pW et de la fonction de re´partition FW
dans le cas (C2) : Y1 et Y2 gaussiennes tronque´es
Figure 4.3 – Estime´es de la densite´ de probabilite´ pW et de la fonction de re´partition FW
dans le cas (C3) : Y1 et Y2 lognormales tronque´es
– La variabilite´ ale´atoire des parame`tres Y1 et Y2 impacte effectivement la va-
riable de controˆle W . Cela se lit notamment sur le coefficient de variation de
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Lois Y1 et Y2 Y1 et Y2 Y1 et Y2
de uniformes gaussiennes lognormales
probabilite´ tronque´es tronque´es
Nombre de
4 16 36 4 16 36 4 16 36points de
collocation
mW 248.6 246.9 247.0 247.5 247.5 247.5 247.4 247.3 247.4
cW 8.7% 7.1% 7.2% 7.0% 7.4% 7.5% 6.9% 7.1% 7.1%
Tableau 4.2 – Approximations de mW et cW fournies par la me´thode de collocation
stochastique pour n = 2× 2 = 4, n = 4× 4 = 16 et n = 6× 6 = 36 points de collocation
W , de l’ordre de 7%, qui n’est pas ne´gligeable (les coefficients de variation de
Y1 et Y2 e´tant de 10%).
– Les lois des parame`tres ale´atoires Y1 et Y2 ont tre`s peu d’influence au second
ordre sur la variable de controˆle W , c’est-a`-dire sur la moyenne mW et le
coefficient de variation cW de W .
– Elles ont par contre un impact significatif sur les coefficients d’asyme´trie SW
et d’aplatissement KW de W , donc sur la loi de W , ce que l’on peut voir sur
les figures 4.1 a` 4.3. Il est clair par ailleurs, a` la vue de ces re´sultats, que quelle
que soit la loi de ces parame`tres, la loi de W ne peut eˆtre gaussienne (car si
tel e´tait le cas, SW et KW seraient nuls) ce que confirment visuellement les
figures 4.1 a` 4.3.
– La me´thode de collocation stochastique fournit de tre`s bonnes approximations
de la moyenne mW et du coefficient de variation cW de W de`s que le nombre
de points de collocation, n, de´passe 4. Le choix n = 16 apparaˆıt comme un
bon compromis pour ce proble`me. Gardant a` l’esprit que le nombre de points
de collocation correspond au nombre d’appels au mode`le e´le´ments finis, on
voit tout l’inte´reˆt de cette me´thode pour le calcul des moments, comparati-
vement a` la me´thode de Monte-Carlo standard qui ne´cessite un nombre N
d’appels au mode`le e´le´ments finis beaucoup plus important (N = 10000 ici).
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4.2 Analyse fiabiliste
Les applications nume´riques pre´sente´es dans ce paragraphe visent a` quantifier
l’influence de certaines caracte´ristiques des parame`tres ale´atoires Y1 et Y2 sur la
fiabilite´ du syste`me os-prothe`se, mesure´e soit par l’indice de Hasofer-Lind, soit par
la probabilite´ de de´faillance.
Les caracte´ristiques conside´re´es sont les lois de probabilite´, les dispersions, les
longueur de troncature des lois et le seuil de de´faillance. Une application est e´gale-
ment consacre´e a` la comparaison des diverses me´thodes d’approximation pre´conise´es
dans le chapitre 3 pour le calcul de la probabilite´ de de´faillance.
Rappelons que la fiabilite´ du syste`me est de´finie par rapport a` la norme eu-
clidienne du de´placement relatif maximal entre la tige fe´morale et l’os spongieux :
c’est l’aptitude du syste`me os-prothe`se a` maintenir ce de´placement maximal en dec¸a`
d’une valeur admissible limite (le seuil de de´faillance w0).
4.2.1 Influence des lois et des dispersions
L’objectif de cette application est de quantifier l’influence des lois et des disper-
sions (i.e. des coefficients de variation) des parame`tres ale´atoires sur la fiabilite´ du
syste`me os-prothe`se exprime´e au travers de l’indice de Hasofer-Lind βHL.
A cette fin, les v.a. Y1 et Y2 (inde´pendantes par hypothe`se) sont suppose´es
de moyennes (mY1 ,mY2) fixes, d’e´carts-types (σY1 , σY2) variables, et trois cas sont
conside´re´s concernant leur loi :
(C1) Y1 et Y2 sont uniformes, de supports [a1, b1] et [a2, b2], respectivement,
(C2) Y1 et Y2 sont gaussiennes tronque´es, de supports [a1, b1] et [a2, b2], respec-
tivement,
(C3) Y1 et Y2 sont lognormales tronque´es, de supports [a1, b1] et [a2, b2], respec-
tivement,
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avec dans chaque cas :
aj = mYj
(
1−
√
3cYj
)
, bj = mYj
(
1 +
√
3cYj
)
, j ∈ {1, 2} (4.4)
Les valeurs choisies pour les moyennes fixes mY1 , mY2 et le seuil de de´faillance
w0 sont :
mY1 = 1000 MPa , mY2 = 0.3 , w0 = 280 µm (4.5)
Pour les coefficients de variation variables cY1 , cY2 , qui quantifient la dispersion
de Y1 et Y2 respectivement, trois valeurs sont conside´re´es dans chaque cas (Cj) selon
la strate´gie suivante :
(1) cY1 est fixe´ a` sa valeur de re´fe´rence 0.10 et cY2 prend successivement les
valeurs 0.03, 0.10, 0.30 ;
(2) cY2 est fixe´ a` sa valeur de re´fe´rence 0.10 et cY1 prend successivement les
valeurs 0.03, 0.10, 0.30.
Les re´sultats obtenus sont re´sume´s dans le tableau 4.3. Nous pouvons voir que
dans chaque cas la dispersion des v.a. Y1 et Y2 a une influence significative sur l’indice
βHL.
Nous pouvons e´galement observer que l’effet de cY2 (coefficient de variation du
coefficient de frottement entre la tige fe´morale et l’os spongieux) est plus important
que celui de cY1 (coefficient de variation du module d’Young de l’os spongieux).
Nous retrouvons en outre un re´sultat bien connu, a` savoir que la fiabilite´ du
syste`me (i.e. βHL ici) diminue lorsque la dispersion des parame`tres ale´atoires aug-
mente. Notons au passage que des valeurs de coefficient de variation de 0.10 et 0.30
comme celles utilise´es dans cette application sont conside´re´es comme repre´sentatives
d’une forte dispersion en Statistique Expe´rimentale.
Concernant les lois de probabilite´, nous pouvons constater qu’elles n’ont pas une
grande influence sur la fiabilite´ du syste`me, notamment pour les grandes dispersions
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Lois de probabilite´
Y1 et Y2 Y1 et Y2 Y1 et Y2
uniformes gaussiennes lognormales
tronque´es tronque´es
cY2 = 0.03 3.96 3.54 4.56
cY1 = 0.10 cY2 = 0.10 1.44 1.37 1.45
cY2 = 0.30 0.51 0.51 0.49
cY1 = 0.03 1.97 2.51 2.34
cY2 = 0.10 cY1 = 0.10 1.44 1.37 1.45
cY1 = 0.30 0.57 0.52 0.55
Tableau 4.3 – Influence des lois et des coefficients de variation de Y1 et Y2 sur l’indice de
Hasofer-Lind βHL
des parame`tres ale´atoires. Il n’est par ailleurs pas possible, a` la vue des re´sultats
obtenus, de de´gager une re`gle de classement hie´rarchique de ces lois en fonction de
leur nocivite´ vis-a`-vis de la fiabilite´ du syste`me.
Enfin, concernant les aspects calculatoires, rappelons que l’indice βHL a e´te´ cal-
cule´ a` l’aide de l’algorithme de Rackwitz-Fiessler (cf. Chapitre 3, §3.3.3). Nous avons
utilise´ a` cet effet l’algorithme implante´ dans le logiciel FERUM (Finite Element
and Reliability Using Matlab) cre´e par Armen Der Kiureghian et Terje Haukaas a`
l’universite´ de Berkeley (Californie) et de´veloppe´ en France par J. M. Bourinet et
al. en 2009 [Bourinet 09]. A titre indicatif, pour l’ensemble des applications traite´es,
le nombre d’appels au mode`le e´le´ments finis requis par cet algorithme n’a jamais
exce´de´ 30.
4.2.2 Influence des longueurs de troncature
Dans cette application, les v.a. inde´pendantes Y1 et Y2 sont suppose´es distri-
bue´es suivant des lois tronque´es de supports variables et de moyennes et e´carts-types
fixe´s. Sous cette hypothe`se, l’objectif est alors d’e´valuer l’influence de la longueur du
support de chaque loi (appele´e longueur de troncature) sur la fiabilite´ du syste`me
os-prothe`se exprime´e au travers de l’indice de Hasofer-Lind βHL.
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Les supports [a1, b1] et [a2, b2] des lois de Y1 et Y2 sont choisis de la forme :
aj = mYj − αjσYj , bj = mYj + αjσYj , j = 1, 2 (4.6)
ou` α1 et α2 sont des coefficients adimensionnels strictement positifs controˆlant la
longueur des supports. Afin de juger de leur impact sur βHL, quatre situations sont
conside´re´es :
(GT1) Y1 et Y2 sont gaussiennes tronque´es, α1 = 2.5 et α2 prend successivement
les valeurs 2, 2.5 et 3,
(GT2) Y1 et Y2 sont gaussiennes tronque´es, α2 = 2.5 et α1 prend successivement
les valeurs 2, 2.5 et 3,
(LNT1) Y1 et Y2 sont lognormales tronque´es, α1 = 2.5 et α2 prend successive-
ment les valeurs 2, 2.5 et 3,
(LNT2) Y1 et Y2 sont lognormales tronque´es, α2 = 2.5 et α1 prend successive-
ment les valeurs 2, 2.5 et 3,
Enfin, pour les statistiques (mYj , σYj), j = 1, 2, et le seuil de de´faillance w0, les
valeurs choisies sont :
mY1 = 1000 MPa , σY1 = 100 MPa
mY2 = 0.3 , σY2 = 0.03 (4.7)
w0 = 280 µm
Les re´sultats obtenus sont re´sume´s dans le tableau 4.4
Nous pouvons constater que le comportement de βHL vis-a`-vis des longueurs de
troncature de´pend de la nature des lois conside´re´es. En effet, dans le cas gaussien
tronque´, ce comportement est non monotone (βHL de´croˆıt puis croˆıt) dans chacune
des situations conside´re´es (GT1 et GT2), alors que dans le cas lognormal tronque´, il
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Cas gaussien tronque´
Situation (GT1)
α1 = 2.5 α1 = 2.5 α1 = 2.5
α2 = 2 α2 = 2.5 α2 = 3
βHL 1.73 1.46 1.59
Situation (GT2)
α2 = 2.5 α2 = 2.5 α2 = 2.5
α1 = 2 α1 = 2.5 α1 = 3
βHL 1.51 1.46 1.57
Cas lognormal tronque´
Situation (LNT1)
α1 = 2.5 α1 = 2.5 α1 = 2.5
α2 = 2 α2 = 2.5 α2 = 3
βHL 1.48 1.59 1.62
Situation (LNT2)
α2 = 2.5 α2 = 2.5 α2 = 2.5
α1 = 2 α1 = 2.5 α1 = 3
βHL 1.62 1.59 1.56
Tableau 4.4 – Influence des longueurs de troncature sur βHL dans le cas gaussien tron-
que´ (i.e. Y1 et Y2 gaussiennes tronque´es) et dans le cas lognormal tronque´ (i.e. Y1 et Y2
lognormales tronque´es)
est soit monotone croissant (situation LNT1) soit monotone de´croissant (situation
LNT2).
Dans tous les cas, toutefois, l’impact des longueurs de troncature sur βHL n’est
pas vraiment significatif. Le tableau 4.4 met e´galement en e´vidence un re´sultat de´ja`
observe´ dans l’application pre´ce´dente, a` savoir que les lois conside´re´es ont peu d’in-
fluence sur la fiabilite´ du syste`me.
4.2.3 Influence du seuil de de´faillance
Nous cherchons ici a` quantifier l’influence du seuil de de´faillance w0 sur la fia-
bilite´ du syste`me en utilisant a` nouveau l’indice βHL comme indicateur fiabiliste.
A cette fin, les parame`tres ale´atoires Y1 et Y2 (inde´pendants par hypothe`se) sont
XiaoSu HU
Laboratoire de Me´canique et Inge´nieries
Universite´ Blaise Pascal & Institut Franc¸ais de Me´canique Avance´e
4. Applications nume´riques 89
suppose´s uniformes, de moyennes et e´carts-types donne´s par (4.7), et cinq valeurs
sont successivement conside´re´es pour w0 (en µm) : 270, 275, 280, 285, 290.
Les valeurs obtenues de βHL sont re´pertorie´es dans le tableau 4.5 et repre´sente´es
graphiquement sur la figure 4.4). Dans le tableau 4.5 figurent e´galement, a` titre
indicatif, les valeurs de l’approximation P FORMf de Pf , calcule´es a` partir de la formule
(3.37).
w0 (µm) 270 275 280 285 290
βHL 1.10 1.25 1.44 1.61 1.75
P FORMf × 102 13.47 10.61 7.53 5.33 3.97
Tableau 4.5 – Influence du seuil de de´faillance w0 sur l’indice βHL et sur l’approximation
associe´e PFORMf = Φ(−βHL) de Pf
Figure 4.4 – E´volution de βHL en fonction de w0
Nous pouvons tout d’abord remarquer que les valeurs de βHL sont faibles pour
toutes les valeurs conside´re´es de w0. Ceci re´sulte a` n’en pas douter des valeurs des
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coefficients de variation de Y1 et Y2 qui sont relativement e´leve´es (cY1 = cY2 = 0.10).
Nous pouvons ensuite observer que ces re´sultats sont logiques dans la mesure ou`
βHL croˆıt avec w0. Il est par ailleurs inte´ressant de noter que cette variation est
quasi-line´aire sur la plage des valeurs conside´re´es de w0 (cf. Figure 4.4).
4.2.4 Comparaison des diverses approximations pre´conise´es
de Pf
Dans cette application, nous conside´rons le meˆme exemple d’e´tude que celui
utilise´ dans l’application pre´ce´dente (cf. §4.2.3) et, pour chaque valeur du seuil de
de´faillance w0, nous comparons les approximations FORM : P
FORM
f et SORM :
P SORMf de Pf (donne´es par (3.37) et (3.42) respectivement) a` la valeur cible de
cette probabilite´, obtenue en appliquant a` l’expression (3.23) de Pf la me´thode de
Monte-Carlo standard, prise comme me´thode de re´fe´rence (cf. Annexe C, §C.1).
w0 (µm) 270 275 280 285 290
P FORMf × 102 13.47 10.61 7.53 5.33 3.97
P SORMf × 102 13.44 10.46 7.48 5.02 3.72
P Sf × 102 10.27 7.59 5.52 3.93 2.69
Tableau 4.6 – Valeurs de PFORMf , P
SORM
f et P
S
f pour chacune des valeurs choisies du
seuil de de´faillance w0
L’estimation de Pf a` l’aide de cette me´thode de re´fe´rence a e´te´ effectue´e en
utilisant N = 104 re´alisations simule´es xj = X(wj), wj ∈ Ω, 1 ≤ j ≤ 104, du
vecteur X, et a donc ne´cessite´ N = 104 appels au mode`le e´le´ments finis (dans cette
me´thode la fonction d’e´tat limite Γ doit en effet eˆtre e´value´e en chaque point simule´
xj). D’ou` une proce´dure tre`s couˆteuse en temps calcul (plusieurs jours pour une
estimation !).
C’est pourquoi nous avons e´galement eu recours a` deux me´thodes de Monte-
Carlo plus performantes, toutes deux tre`s utilise´es au plan international. L’une est
base´e sur une technique d’e´chantillonnage d’importance, l’autre sur une technique de
simulation directionnelle (cf. Annexe C, §C.2, §C.3). Teste´es sur cet exemple, elles se
sont effectivement re´ve´le´es tre`s efficaces. A titre illustratif, le tableau 4.7 compare,
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dans la cas w0 = 280 µm, le nombre d’appels au mode`le e´le´ments finis ne´cessaire a`
chacune d’elles pour fournir la meˆme probabilite´ de de´faillance que celle donne´e par
la me´thode de Monte-Carlo standard utilise´e avec 104 appels au mode`le e´le´ments
finis.
Me´thode de Monte-Carlo utilise´e Nombre d’appels au mode`le EF
Me´thode
10000
standard
Me´thode base´e sur
1000
l’e´chantillonnage d’importance
Me´thode base´e sur
297
la simulation directionnelle
Tableau 4.7 – Nombres d’appels au mode`le e´le´ments finis (EF ) ne´cessaires aux me´thodes
de Monte-Carlo base´es sur l’e´chantillonnage d’importance et la simulation directionnelle
pour fournir la meˆme valeur de Pf que la valeur cible donne´e par la me´thode de Monte-
Carlo standard et obtenue avec 104 appels au mode`le EF (exemple correspondant a` la
valeur w0 = 280 µm du seuil de de´faillance)
Nous pouvons voir que le gain est tre`s appre´ciable, avec un net avantage pour
la me´thode base´e sur la simulation directionnelle, respectivement trente fois et trois
fois plus rapide que la me´thode standard et celle base´e sur l’e´chantillonnage d’im-
portance.
Le tableau 4.6 compare quant a` lui, pour les diffe´rentes valeurs conside´re´es
du seuil w0, les probabilite´s P
FORM
f et P
SORM
f a` la probabilite´ cible fournie par
la me´thode de Monte-Carlo standard, note´e P Sf par re´fe´rence a` son qualificatif de
« standard ». Il est clair, a` la vue de ces re´sultats, que ni P FORMf , ni P SORMf ne
constitue une bonne approximation de Pf . Ceci tient a` l’e´vidence a` l’incapacite´ des
approximations locales ΣFORM et ΣSORM de la courbe d’e´tat limite Σ (cf. Figure 3.1)
a` repre´senter convenablement cette dernie`re dans un voisinage suffisamment grand
du point de fonctionnement M∗. On peut e´galement constater que, en toute logique,
l’approximation P SORMf est meilleure que l’approximation P
FORM
f , mais de tre`s peu
ici.
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4.3 Analyse de sensibilite´ fiabiliste locale
4.3.1 Facteurs d’importance des parame`tres ale´atoires
L’objet de cette application est de quantifier, via leurs facteurs d’importance α2Y1
et α2Y2 , l’impact des parame`tres ale´atoires Y1 et Y2 sur la marge de se´curite´ ale´atoire
du syste`me et d’en de´duire ainsi le plus influent sur la fiabilite´ de ce dernier.
A cette fin, la situation conside´re´e est celle du paragraphe 4.2.1, avec les valeurs
nume´riques suivantes :
mY1 = 1000 MPa , cY1 = 0.10
mY2 = 0.3 , cY2 = 0.10 (4.8)
w0 = 280 µm
Avant d’exposer les re´sultats nume´riques obtenus, rappelons la signification des
facteurs d’importance αY1 et αY2 . Par cela, introduisons la v.a. re´elle U telle que :
U = F (Y ) (4.9)
ou` F est la fonction d’e´tat limite de´finie par (2.23). Cette v.a. est le mode`le proba-
biliste de la marge de se´curite´ de´terministe u de´finie par (2.22) et est appele´e, pour
cette raison, marge de se´curite´ ale´atoire. D’apre`s (3.20), elle se re´e´crit :
U = Γ (X) (4.10)
avec, d’apre`s (3.22) :
Γ = F ◦ T (4.11)
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Soit UFORM la v.a. re´elle telle que :
UFORM = ΓAT1 (X) (4.12)
ou` ΓAT1 est l’approximation de Taylor du premier ordre de Γ au point de fonction-
nement M∗, telle que, ∀x ∈ R2 :
ΓAT1(x) = 〈∇Γ(x∗) , x− x∗〉2 = −〈∇Γ(x∗) , x∗〉2 + 〈∇Γ(x∗) , x〉2 (4.13)
et qui se re´e´crit, d’apre`s (3.33) :
ΓAT1(x) = a (βHL − 〈n , x〉2) (4.14)
avec :
a = ‖∇Γ(x∗)‖2 (4.15)
n = − ∇Γ(x
∗)
‖∇Γ(x∗)‖2
= −∇Γ(x
∗)
a
(4.16)
ou` n = (n1, n2)
T est la normale unitaire rentrante en M∗ a` la frontie`re Σ du domaine
de de´faillance ∆f (cf. Figure 3.1).
On a donc :
UFORM = a (βHL − 〈n , X〉2) = a (βHL − n1X1 − n2X2) (4.17)
et cette v.a. est appele´e approximation FORM de U (d’ou` la notation utilise´e).
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Un calcul e´le´mentaire montre que sa moyenne mUFORM = E[U
FORM ] et sa va-
riance σ2UFORM = E[(U
FORM −mUFORM )2] ont pour expressions :
mUFORM = aβHL (4.18)
σ2UFORM = a
2 〈n,n〉2 = a2 ‖n‖22 = a2
(
n21 + n
2
2
)
= a2 (4.19)
desquelles on tire :
mUFORM
σUFORM
= βHL (4.20)
D’ou` au passage une autre de´finition possible de l’indice βHL : c’est le rapport
entre la moyenne et l’e´cart-type de l’approximation FORM de la marge de se´curite´
ale´atoire U .
Les coefficients αX1 = n
2
1 et αX2 = n
2
2, tels que αX1 + αX2 = 1, sont appele´s les
coefficients d’importance de X1 et X2 respectivement. Ils quantifient la proportion
de l’impact de chacune de ces v.a. sur la variance de l’approximation UFORM de U
et donc sur la fiabilite´ du syste`me mesure´e par βHL.
D’apre`s (3.20) et (3.26), la relation (4.17) peut se re´e´crire :
UFORM = a
(
βHL −
〈
n , T−1 (Y )
〉
2
)
= a
(
βHL − n1t−11 (Y1)− n2t−12 (Y2)
)
(4.21)
et on peut retrouver sans difficulte´ les relations (4.18) et (4.19) a` partir de cette
nouvelle expression de UFORM .
Conside´rons a` nouveau la relation (4.19). Celle-ci peut se re´e´crire :
σ2UFORM = a
2λ2
(
υ21σ
2
Y1
+ υ22σ
2
Y2
)
(4.22)
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avec :
λ2 =
n21
σ2Y1
+
n22
σ2Y2
(4.23)
υ21 =
n21
λ2σ2Y1
, υ22 =
n22
λ2σ2Y2
(4.24)
υ21 + υ
2
2 = 1 (4.25)
Les coefficients αY1 = υ
2
1 et αY2 = υ
2
2, tels que αY1 + αY2 = 1, sont appele´s les
coefficients d’importance de Y1 et Y2 respectivement. Ils quantifient la proportion de
l’impact de chacune de ces v.a. sur la variance de l’approximation UFORM de U et
par conse´quent sur la fiabilite´ du syste`me mesure´e a` travers l’indice βHL.
Le tableau 4.8 re´pertorie les valeurs obtenues pour ces coefficients dans les trois
situations conside´re´es (Y1 et Y2 uniformes et inde´pendantes, puis gaussiennes tron-
que´es et inde´pendantes, puis lognormales tronque´es et inde´pendantes).
Facteurs d’importance
Y1 et Y2 Y1 et Y2 Y1 et Y2
uniformes gaussiennes tronque´es lognormales tronque´es
αY1 ≈ 0% ≈ 0% ≈ 0%
αY2 ≈ 100% ≈ 100% ≈ 100%
Tableau 4.8 – Facteurs d’importance des parame`tres ale´atoires Y1 et Y2 pour les trois cas
de loi conside´re´s : uniformes, gaussiennes tronque´es, lognormales tronque´es
Nous pouvons constater que dans chacune de ces situations, le parame`tre do-
minant quant a` son impact sur la fiabilite´ du syste`me est la v.a. Y2, c’est-a`-dire le
coefficient de frottement entre la tige fe´morale et l’os spongieux. Et cette pre´domi-
nance est tre`s importante puisqu’elle atteint quasiment 100% dans les trois cas. Ce
re´sultat corrobore ceux observe´s dans les applications pre´ce´dentes.
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A titre d’indication, nous avons fait figurer dans le tableau 4.9 les valeurs des
coefficients d’importance αX1 et αX2 relatif aux v.a. gaussiennes standards X1 et X2
lie´es aux v.a. Y1 et Y2 par les relations (cf. formule (3.26)) :
Y1 = t1(X1) ⇔ X1 = t−11 (Y1) (4.26)
Y2 = t2(X2) ⇔ X2 = t−12 (Y2) (4.27)
Facteurs d’importance
Y1 et Y2 Y1 et Y2 Y1 et Y2
uniformes gaussiennes tronque´es lognormales tronque´es
αX1 26.9% 43.2% 27%
αX2 73.1% 56.8% 73%
Tableau 4.9 – Facteurs d’importance des v.a. gaussiennes standards X1 et X2 pour les
trois lois conside´re´es de Y1 et Y2 : uniformes, gaussiennes tronque´es, lognormales tronque´es
Nous pouvons observer que la v.a. X2 lie´e a` Y2 a un impact plus important sur la
fiabilite´ que la v.a. X1 lie´e a` Y1, ce qui est un re´sultat logique. Cette pre´dominance
de X2 sur X1, que l’on observe comme dans le cas pre´ce´dent pour les trois lois
conside´re´es, est toutefois moins importante que dans ce dernier cas, bien qu’assez
marque´e, notamment pour les lois uniformes et lognormales tronque´es ou` elle atteint
plus de 70%.
4.3.2 Sensibilite´ de βHL aux caracte´ristiques des lois de Y1
et Y2
Du fait que la transformation T de´pend de la loi du vecteur ale´atoire Y =
(Y1, Y2)
T , la fonction d’e´tat limite Γ, qui est de´finie a` partir de cette transformation
(cf. formule (3.22)), de´pend des lois des v.a. Y1 et Y2, et notamment des caracte´ris-
tiques statistiques de ces lois (moyennes, variances, supports).
Soit θ une telle caracte´ristique, suppose´e scalaire ici (donc θ sera l’une des
caracte´ristiques : mYj , σYj , aj, bj, j ∈ 1, 2).
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On notera Γ(•; θ) la de´pendance de Γ par rapport a` θ. On a :
Γ (x∗; θ) = 0 (4.28)
et du fait que la normale unitaire rentrante en M∗ a` la courbe d’e´tat limite Σ est
de´finie par :
n = − ∇Γ(x
∗; θ)
‖∇Γ(x∗; θ)‖2
(4.29)
on voit qu’elle de´pend aussi de θ, comme en de´pendent e´galement le vecteur position
x∗ associe´ a` M∗ et l’indice de Hasofer-Lind βHL, tel que :
x∗ = βHLn (4.30)
et donc tel que :
βHL = 〈x∗,n〉2 (4.31)
L’objet de cette application est alors de montrer comment se re´percute sur βHL
une petite variation de θ autour de sa valeur initiale. Pour cela, nous nous placerons
dans le cas ou` les v.a. (inde´pendantes) Y1 et Y2 sont uniformes, de caracte´ristiques
respectives :
mY1 = 1000 MPa , σY1 = 100 MPa ; mY2 = 0.3 , σY2 = 0.03 (4.32)
et nous conside`rerons successivement pour θ :
θ = mY1 , θ = σY1 , θ = mY2 , θ = σY2 (4.33)
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Avant de donner les re´sultats de cette application, notons que la variation δβHL
de βHL due a` une variation δθ de la caracte´ristique θ autour de sa valeur initiale,
encore note´e θ pour simplifier, est donne´e par :
δβHL =
dβHL
dθ
(θ) δθ (4.34)
Pratiquement, le calcul de la de´rive´e dβHL
dθ
(θ) est effectue´ en utilisant un sche´ma
aux diffe´rences finies centre´es :
dβHL
dθ
(θ) ≈ βHL (θ + ∆θ)− βHL (θ −∆θ)
2∆θ
(4.35)
D’ou` l’approximation nume´rique correspondante de δβHL :
δβHL ≈ δθ
2∆θ
(βHL (θ + ∆θ)− βHL (θ −∆θ)) (4.36)
On voit ainsi que l’e´valuation de cette grandeur ne´cessite deux calculs de l’indice
de Hasofer-Lind.
Donnons deux autre formules permettant de calculer δβHL. Pour les e´tablir,
partons de la relation (4.31) de laquelle nous tirons, par de´rivation :
dβHL
dθ
=
〈
dx∗
dθ
,n
〉
2
+
〈
x∗,
dn
dθ
〉
2
(4.37)
soit,d’apre`s (4.30) :
dβHL
dθ
=
〈
dx∗
dθ
,n
〉
2
+ βHL
〈
n,
dn
dθ
〉
2
(4.38)
Or, en de´rivant l’e´galite´ ‖n‖22 = 〈n,n〉2 = 1 par rapport a` θ, il vient :
2
〈
n,
dn
dθ
〉
2
= 0 (4.39)
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D’ou` :
dβHL
dθ
=
〈
dx∗
dθ
,n
〉
2
(4.40)
Conside´rons maintenant la relation (4.28) et de´rivons-la par rapport a` θ. Il
vient :
dΓ
dθ
=
〈
∇Γ (x∗; θ) , dx
∗
dθ
〉
2
+
∂Γ
∂θ
(x∗; θ) (4.41)
d’ou` l’on tire :
∂Γ
∂θ
(x∗; θ) = −
〈
∇Γ (x∗; θ) , dx
∗
dθ
〉
2
(4.42)
soit, d’apre`s (4.29) :
∂Γ
∂θ
(x∗; θ) = ‖∇Γ(x∗; θ)‖2
〈
n,
dx∗
dθ
〉
2
(4.43)
En e´liminant
〈
n, dx
∗
dθ
〉
2
(
=
〈
dx∗
dθ
,n
〉
2
)
entre (4.40) et (4.43), il vient alors :
dβHL
dθ
=
1
‖∇Γ(x∗; θ)‖2
∂Γ
∂θ
(x∗; θ) (4.44)
Porte´es dans (4.34), les expressions (4.40) et (4.44) de la de´rive´e dβHL
dθ
conduisent
ainsi a` deux nouvelles expressions de la variation δβHL de βHL :
δβHL =
〈
dx∗
dθ
,n
〉
2
δθ (4.45)
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δβHL =
1
‖∇Γ(x∗; θ)‖2
∂Γ
∂θ
(x∗; θ) δθ (4.46)
ou` x∗ = x∗(θ) et n = n(θ).
Dans (4.45) et (4.46), les de´rive´es doivent eˆtre calcule´es a` l’aide d’un sche´ma
aux diffe´rences finies (centre´es ou de´centre´es).
Pour l’application conside´re´e ici, nous avons utilise´ l’approximation (4.36) de
βHL, avec δθ = 2∆θ. D’ou` :
δβHL = βHL (θ + ∆θ)− βHL (θ −∆θ) (4.47)
Les re´sultats obtenus sont re´sume´s dans le tableau 4.10.
θ
mY1 σY1 mY2 σY2
(1000 MPa) (100 MPa) (0.3) (0.03)
∆θ (100 MPa) (10 MPa) (0.03) (0.003)
δβHL 0.7722 −0.0759 0.9434 −0.0995
Tableau 4.10 – Sensibilite´ de βHL aux moyennes et aux e´carts-types des parame`tres
incertains du syste`me
Nous pouvons noter que l’indice βHL est plus sensible a` la moyenne et a` l’e´cart-
type de Y2 qu’aux caracte´ristiques correspondantes de Y1, ce qui confirme les re´sultats
de toutes les applications pre´ce´dentes. On peut e´galement observer que pour chacune
des v.a. Y1 et Y2 une variation positive de l’e´cart-type produit une variation ne´gative
de l’indice βHL, re´sultat tout a` fait conforme a` la logique fiabiliste : lorsque la
dispersion des parame`tres incertains augmente, la fiabilite´ diminue.
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Comme nous l’avons expose´ au cours de ce me´moire, la mode´lisation me´cano-
probabiliste de la stabilite´ primaire des prothe`ses de hanches non cimente´es ne´cessite
la prise en compte de phe´nome`nes complexes. Du point de vue me´canique, le pro-
ble`me a` re´soudre est celui du contact tridimensionnel avec frottement entre deux
corps de´formables : la tige fe´morale et le fe´mur, lui-meˆme constitue´ de deux mate´-
riaux, l’os cortical et l’os spongieux, de proprie´te´s me´caniques tre`s diffe´rentes. Du
point de vue probabiliste, il s’agit de proposer une mode´lisation adapte´e a` la varia-
bilite´ naturelle des caracte´ristiques des mate´riaux biologiques.
Confronte´s a` ce double proble`me, nous avons de´veloppe´ une me´thodologie per-
mettant de conduire une e´tude probabiliste et fiabiliste du syste`me couple´ « fe´mur-
prothe`se non cimente´e ».
Tout d’abord, un mode`le e´le´ments finis suffisamment performant pour de´crire
le comportement me´canique du syste`me couple´ « os-prothe`se non cimente´e » a e´te´
de´veloppe´ et valide´ par comparaison avec des re´sultats expe´rimentaux issus d’expe´-
rimentations in vitro. Ce mode`le me´cano-nume´rique repre´sente la prothe`se DePuy
Corail® dans les conditions d’expe´rimentations in vitro qui constituent le proble`me
mode`le e´tudie´ dans ce travail.
Ensuite, une analyse bibliographique nous a conduit a` identifier les parame`tres
incertains, le coefficient de frottement a` l’interface os-prothe`se et le module d’Young
de l’os spongieux fe´moral, a` prendre en compte dans la mode´lisation probabiliste.
Une mode´lisation probabiliste par variables ale´atoires de ces parame`tres couple´e
au mode`le e´le´ments finis de´terministe nous a permis de de´finir un mode`le me´cano-
probabiliste complet.
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Apre`s avoir de´fini le de´placement relatif os-prothe`se comme variable de controˆle
de la stabilite´ primaire, nous avons propose´ une analyse probabiliste de la propaga-
tion des incertitudes a` travers ce mode`le. Cette analyse s’appuie sur des outils de
simulation nume´rique tels que la me´thode de Monte-Carlo standard et la me´thode
de collocation stochastique. Les moments statistiques, densite´ de probabilite´ et fonc-
tion de re´partition de la variable de controˆle ont e´te´ e´value´s a` l’aide de ces outils
montrant la supe´riorite´ de la me´thode de collocation stochastique par rapport a` la
me´thode Monte-Carlo standard pour ce type de calcul.
Nous avons ensuite utilise´ le mode`le me´cano-probabiliste de´veloppe´ afin de me-
ner des analyses fiabilistes du syste`me couple´ « fe´mur-prothe`se non cimente´e ». Cette
partie a e´te´ comple´te´e par une analyse de sensibilite´ fiabiliste dans le but de de´termi-
ner l’influence de la mode´lisation stochastique des parame`tres d’entre´e sur la re´ponse
stochastique du mode`le. Nous avons e´tudie´ les sensibilite´s de l’indice fiabiliste par
rapport aux parame`tres d’entre´e et par rapport aux parame`tres des lois, ainsi que
celles de l’indice d’Hasofer-Lind βHL par rapport au parame`tre de la fonction de
performance.
La me´thodologie propose´e a une double utilite´. Elle permet d’une part, de quan-
tifier en termes probabilistes l’effet des incertitudes sur la re´ponse du syste`me via
l’analyse probabiliste de la propagation des incertitudes et, d’autre part, sur le plan
de la stabilite´ primaire, d’e´valuer la fiabilite´ du syste`me os-prothe`se non cimente´e
par l’analyse fiabiliste et l’analyse de sensibilite´ fiabiliste.
De ce point de vue l’objectif initial du travail est atteint. Cependant, en l’e´tat
actuel, la mode´lisation de´veloppe´e pre´sente plusieurs limites qui conduisent naturel-
lement a` dresser les perspectives de ce travail.
Premie`rement, ce travail e´tant novateur dans le domaine, nous avons e´te´ amene´s
a` faire plusieurs hypothe`ses importantes. Elles concernent tout d’abord les lois de
comportement line´aires e´lastiques et isotropes utilise´es pour de´crire les proprie´te´s
me´caniques de l’os cortical et de l’os spongieux. De plus nous avons conside´rer l’in-
variance spatiale de ces lois de comportement au sein de chacune des deux parties
de l’os. On peut imaginer ame´liorer le mode`le de´terministe en introduisant l’ortho-
tropie dans les lois de comportement ainsi que la variation spatiale des proprie´te´s
e´lastiques. Ces deux points permettraient sans doute d’affiner les pre´dictions locales
donne´es par le mode`le mais leur inte´gration se heurte a` plusieurs difficulte´s majeures.
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Tout d’abord il faudrait pouvoir exploiter les donne´es issues des mesures par
CT 1 qui permettent de de´terminer la topologie ge´ome´trique de l’os et donnent in-
directement une estimation des ses proprie´te´s me´canique locales. Du point de vue
probabiliste une telle mode´lisation ne´cessite de mode´liser les proprie´te´s me´caniques
de l’os cortical comme un champ stochastique ce qui aurait pour conse´quences d’aug-
menter e´norme´ment le temps de calcul ne´cessaire. De plus cela ne´cessiterait d’eˆtre
capable d’identifier les caracte´ristiques probabilistes de champ a` l’aide de mesures
expe´rimentales ce qui semble tre`s difficilement re´alisable a` l’heure actuelle.
En outre nous avons de´veloppe´ et illustre´ la me´thodologie propose´e dans le
cas du proble`me mode`le repre´sentant les expe´rimentations in vitro de re´fe´rence.
L’application a` un cas re´el de prothe`se in vivo requiert plusieurs modifications.
Concernant le chargement me´canique subi par la prothe`se, certaines e´tudes ont
re´ve´le´ que, pour la plupart de patients, la monte´e des escaliers est un des gestes
les plus critiques [Spears 00, Bergmann 01, Mann 02, Pancanti 03, Kassi 05]. Il est
donc important d’e´tudier la stabilite´ primaire sous un chargement de torsion. En
revanche, comment mode´liser pre´cise´ment ce chargement est une question ouverte
[Bergmann 04]. La base de donne´es OrthoLoad 2 mise en ligne par le Professeur
Georg Bergmann qui permet d’analyser minutieusement des re´sultats expe´rimen-
taux in vivo concernant les chargements de l’articulation de hanche sera un outil
important pour re´pondre a` cette question.
D’apre`s la the´orie de la balance de Pauwels [Pauwels 77], la marche est consti-
tue´e d’une activite´ alterne´e des membres infe´rieurs, caracte´rise´e par une succession
de doubles appuis et d’appuis unilate´raux et un maintien de l’e´quilibre dynamique.
C’est la raison pour laquelle, les proble`mes de charges-de´charges, mais aussi les ana-
lyses de fatigue seront aussi essentielles pour mieux comprendre la stabilite´ primaire
de la prothe`se de hanche non cimente´e [Westphal 06, Ploeg 09].
Nous avons choisi le de´placement relatif os-prothe`se comme variable de controˆle
de la stabilite´ primaire en re´fe´rence a` de nombreux travaux de la litte´rature comme
ceux de Viceconti et al. 2000, Go¨tze et al. 2002 ou encore Pancanti et al. 2003.
[Viceconti 00, Go¨tze 02, Pancanti 03]. D’autre choix comme par exemple la raideur
de fixation propose´e par Sakai [Sakai 06b] sont a` envisager et a` comparer.
1. Computed Tomography, en franc¸ais, la tomodensitome´trie (TDM) dite aussi tomographie
axiale calcule´e par ordinateur (TACO), CT-scan ou simplement scanner, mis au point par la firme
anglaise : EMI-Musical Industries.
2. www.orthoload.com
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Enfin, le mode`le de´veloppe´ dans cette e´tude a de´crit une re´alisation ide´ale res-
pectant parfaitement l’implantation pre´de´finie qui n’est pas toujours possible dans
la pratique clinique.
Pour terminer il est important de souligner que la me´thodologie applique´e au
mode`le me´cano-probabiliste du syste`me couple´ « fe´mur-prothe`se non cimente´e »
permet facilement la prise en compte d’un plus grand nombre de parame`tres ale´a-
toires d’entre´e. Par exemple, l’influence des muscles et des ligaments au niveau de
la hanche [Cristofolini 95, Duda 97, Duda 98, Bergmann 01, Stolk 01, Heller 05], de
la dimension de la prothe`se ainsi que celle du chargement me´canique peuvent d’ores
et de´ja` eˆtre e´tudie´es a` l’aide des outils de´veloppe´s. La validite´ et la capacite´ ope´-
rationnelle de l’approche propose´e ne sera pas compromise par l’augmentation du
nombre de parame`tres incertains, et elle reste applicable lorsque ces parame`tres sont
mode´lise´s comme des processus ale´atoires ou des champs ale´atoires.
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Expe´rimentations in vitro
Des essais expe´rimentaux ont e´te´ re´alise´s pour e´tudier la stabilite´ primaire de
la prothe`se de hanche non cimente´e et disposer ainsi d’une dimension expe´rimentale
permettant de valider le mode`le e´le´ments finis de´terministe envisage´. Pour cela,
Guillaume Demey, sous la direction du Docteur Tarik Aı¨t Si Selmi, a mis en place
ces expe´riences in vitro.
A.1 Spe´cimens d’expe´rimentation
A.1.1 Pie`ces anatomiques
Les corps humains frais soumis a` un examen post mortem ont e´te´ se´lectionne´s
suivant les disponibilite´s des pie`ces anatomiques, sans tenir compte ni du sexe, ni
de l’aˆge, ni de la taille et ni du poids. L’aˆge moyen des donneurs e´tait d’environ
81 ans (cf. Tableau A.1). Les crite`res d’exclusion e´taient un ante´ce´dent chirurgical
ou traumatologique de la hanche ou de la cuisse, les fractures du fe´mur lors de
l’implantation de la prothe`se et les de´fauts d’implantation de la tige.
Huit fe´murs ont e´te´ pre´leve´s selon une technique chirurgicale standardise´e :
Un abord late´ral a e´te´ adopte´ en permettant la libe´ration du fe´mur de toutes ses
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Nume´ro de spe´cimen Sexe Aˆge Taille d’implant
1 F 91 12
2 M 73 14
3 F 86 13
4 M 93 11
5 M 85 12
6 F 85 8
7 F 61 10
8 M 75 12
Aˆge moyen 81.125
Tableau A.1 – Re´capitulation des spe´cimens utilise´s dans nos expe´rimentations
insertions musculaires. La capsule coxo-fe´morale a e´te´ ensuite ouverte causant no-
tamment la luxation de la hanche. Les muscles et les tissus mous ont e´te´ enleve´s. La
longueur de fe´mur, mesure´e a` partir du petit trochanter jusqu’a` la partie distale de
la diaphyse fe´morale a e´te´ fixe´e a` 250 mm, longueur suffisante pour permettre une
bonne fixation du fe´mur dans les expe´rimentations suivantes.
A.1.2 Implants prothe´tiques
La tige fe´morale DePuy Corail® 1 (cf. Figure A.1) standard sans collerette est
un implant sans ciment a` reveˆtement hydroxyapatite pose´ depuis vingt ans et de ce
fait, un des implants non cimente´s le plus pose´ a` travers le monde [Vidalain 99].
Le reveˆtement en mate´riel poreux augmente la stabilite´ et les probabilite´s d’os-
te´ointe´gration d’une prothe`se [Kang 00, Svehla 00, Kawamura 01]. La macrostruc-
ture ZTT (cf. Figure A.2) accroˆıt cette stabilite´, car il transforme les forces de
1. DePuy Orthopaedics Inc., Johnson & Johnson Group, le deuxie`me fabricant mondial des
prothe`ses, www.depuy.com
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Figure A.1 – Tige fe´morale DePuy Corail® standard sans collerette (Taille 12)
cisaillement en forces de compression [Lombardi 02]. Ainsi, une macrostructure as-
socie´e a` un reveˆtement d’hydroxyapatite favorise la stabilite´ primaire et secondaire
[Tonino 00, Palm 02] en permettant une sollicitation de la structure osseuse en-
vironnante et, par conse´quent, aidant a` une bonne oste´ointe´gration prothe´tique
[Geesink 95, Onsten 98, Hayashi 99, Bode´n 06, Panisello 09].
Figure A.2 – Macrostructure ZTT transforme les forces de cisaillement en forces de
compression
A.1.3 Implantations
L’implantation des tiges fe´morales est re´alise´e selon une technique chirurgicale
habituellement utilise´e in vivo et reproductible (cf. Figure A.3) :
– La hauteur de coupe du col fe´moral, a` compter du petit trochanter, est fixe´e
a` 10 mm (il s’agit de la hauteur habituelle pour une prothe`se de hanche)
mesure´e en l’occurrence avec la re`gle millime´trique.
– La pre´paration de la cavite´ dans le fe´mur se fait avec les raˆpes ade´quates, de
taille progressivement croissante jusqu’a` la taille de la prothe`se pre´vue. La
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raˆpe doit se bloquer en rotation et en enfoncement et, de`s lors, s’effectue le
fraisage du calcar avec la fraise approprie´e.
– La mise en place de l’implant de´finitif DePuy Corail® standard (cf. Fi-
gure A.4) vient finaliser l’implantation.
Figure A.3 – Implantation de la prothe`se de hanche non cimente´e
Figure A.4 – Spe´cimens d’expe´rimentation
Des radiographies de face et de profil (cf. Figure A.5) pour chaque fe´mur im-
plante´ sont re´alise´es avant et apre`s les manipulations. Elles permettent de ve´rifier la
bonne mise en place des implants (mesure du valgus ou varus de la prothe`se, de la
hauteur de coupe du col fe´moral).
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Figure A.5 – Cliche´s radiographiques a` l’amplificateur de brillance (face et profil du
spe´cimen)
A.2 E´quipement d’expe´rimentation
La machine d’essai utilise´e est une presse me´canique a` direction de force verti-
cale, de marque Zwick Roell® 2, de type ProLine®, couple´e avec le logiciel testX-
pert®. Ce logiciel d’essai universel est propose´ par la socie´te´ Zwick dans le but de
tester des mate´riaux, composants ou pie`ces fines. Sa plage d’utilisation couvre les
machines d’essais traditionnelles de la gamme Zwick 3. Les donne´es techniques de la
machine se trouvent a` la fin de cette annexe (cf. Figure A.9 et Figure A.10).
A.3 Proce´dure d’expe´rimentation
La fixation du fe´mur (cf. Figure A.6) est re´alise´e dans une embase me´tallique
cylindrique fixe´e elle meˆme au socle de la presse par plusieurs cales. Un alliage de
me´tal chauffe´ a` 70 °C et se solidifiant par refroidissement est coule´ dans l’embase
me´tallique avec le fe´mur en place. Ce dernier est pose´ au fond du cylindre, la hauteur
immerge´e e´tant de 110 mm.
2. Zwick Roell Group.
3. Machines de traction, compression, flexion et machines universelles.
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Figure A.6 – Fixation du fe´mur dans l’embase cylindrique
La position du fe´mur dans l’embase cylindrique reproduit la position in vivo du
fe´mur en station debout avec une adduction de 20 degre´s sur le plan frontal, une
ante´version de 15 degre´s sur le plan horizontal et une flexion/extension nulle sur le
plan sagittal [Bu¨hler 97] (cf. Figure A.7).
Figure A.7 – Positionnement du fe´mur dans l’embase cylindrique
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Figure A.8 – Expe´rimentation en compression
La direction de la force applique´e par la machine d’essai est verticale pure (en
compression) (cf. Figure A.8). L’expe´rimentation se conc¸oit en statique : la force
de´bute a` 200 N et devient croissante de fac¸on line´aire de 20 N/s. La proce´dure du
test est interrompue de`s que se produit une fracture du fe´mur ou un descellement
de la tige fe´morale.
En l’absence de tels incidents, la force maximale applique´e est de 15000 N .
Des capteurs e´lectroniques situe´s sur la machine ProLine et relie´s a` un ordinateur
permettent de relever la force exerce´e. Les donne´es sont traite´es par le logiciel testX-
pert® sous forme de graphe.
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Figure A.9 – Donne´es techniques de la machine d’essai - I
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Figure A.10 – Donne´es techniques de la machine d’essai - II
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Annexe B
Caracte´risations, repre´sentations
et simulations nume´riques de
variables ale´atoires scalaires :
uniformes,
gaussiennes standards,
gaussiennes,
gaussiennes tronque´es,
lognormales,
lognormales tronque´es
B.1 Pre´liminaires : Repre´sentation & Simulation
Rappelons que par simuler une variable ale´atoire (v.a.) Y (scalaire ici, mais
tout ce qui suit se ge´ne´ralise sans difficulte´ a` la dimension vectorielle) on entend
classiquement construire un N -e´chantillon nume´rique {y1, · · · , yN} de re´alisations
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inde´pendantes de cette v.a.. Pour cela, on proce`de en trois e´tapes :
1) On cherche un entier p ≥ 1 et une application t : [0, 1]p → R, tels que l’on
puisse e´crire :
Y = t(U) (B.1)
ou` U = (U1, · · · , Up)T est une v.a. p-dimensionnelle uniforme sur [0, 1]p (i.e. ses com-
posantes U1, · · · , Up sont uniformes sur [0, 1] et inde´pendantes dans leur ensemble).
2) On construit un N -e´chantillon nume´rique {uj}j=1,N de re´alisations inde´pen-
dantes de U .
3) On en de´duit l’e´chantillon nume´rique cherche´ {yj}j=1,N de Y en appliquant
(B.1) a` chaque re´alisation uj(1 ≤ j ≤ N) de U issue de l’e´tape pre´ce´dente :
yj = t
(
uj
)
; j = 1, · · · , N (B.2)
L’e´chantillon nume´rique {uj}j=1,N de l’e´tape 2 s’obtient en utilisant un ge´ne´-
rateur de nombres ”pseudo-ale´atoires”. Il en existe de nombreux dans la litte´rature.
L’un des plus re´cents, et probablement des plus utilise´s a` l’heure actuelle, est le
Mersenne Twister [Matsumoto 98] qui est un ge´ne´rateur de type “registre a` de´calage
a` re´troaction” particulie`rement re´pute´ pour l’ensemble de ses qualite´s statistiques,
sa rapidite´ d’exe´cution et la grandeur de sa pe´riode (e´gale au nombre premier de
Mersenne : 219937 − 1).
Disposant d’un bon ge´ne´rateur de nombres pseudo-ale´atoires, l’e´tape fondamen-
tale de la me´thode devient alors l’e´tape 1. En effet, si le ge´ne´rateur est de qualite´,
c’est du choix du couple (p, t) que va de´pendre la qualite´ de l’e´chantillon simule´
{yj}j=1,N . Bien entendu, ce choix n’est pas unique. Par exemple, dans tous les cas
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(c’est-a`-dire, quelle que soit la loi de Y ), on peut prendre p = 1 et t = F−Y , ou` F
−
Y
est l’inverse ge´ne´ralise´e de la fonction de re´partition FY de Y , telle que, ∀u ∈ [0, 1] :
F−Y (u) = sup{y : FY (y) ≤ u} = inf{y : FY (y) ≥ u} (B.3)
et donc :
Y = F−Y (U) (B.4)
avec U uniforme sur [0, 1].
Mais si Y est gaussienne, F−Y (qui co¨ıncide alors avec l’inverse classique F
−1
Y de
FY ) n’admet pas une expression analytique explicite et il est alors pre´fe´rable dans
ce cas d’utiliser la relation de Box et Muller [Ditlevsen 96] :
Y = mY + σY
√
−2 lnU1 cos 2piU2 (ou Y = mY + σY
√
−2 lnU1 sin 2piU2) (B.5)
ou` U1 et U2 sont deux v.a. inde´pendantes et uniformes sur [0, 1], et mY , σY sont la
moyenne et l’e´cart-type de Y .
Donc, dans ce cas U = (U1, U2)
T et t est l’application de [0, 1]2 dans R telle
que, ∀u = (u1, u2)T ∈ [0, 1]2 , t(u) = mY + σY
√−2 lnu1 cos 2piu2 (ou t(u) = mY +
σY
√−2 lnu1 sin 2piu2).
Il n’est pas toujours possible, toutefois, de trouver une application t posse´dant
une expression analytique explicite. Dans ce cas, on peut toujours utiliser la relation
(B.4) en calculant l’inverse nume´riquement (il existe de tre`s bons algorithmes pour
cela, notamment dans le cas gaussien [Wichura 88]).
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On peut e´galement, comme nous le verrons dans le cas gaussien tronque´, avoir
recours a` une me´thode indirecte base´e sur une technique d’acceptation-rejet.
Sur le plan de la terminologie, la relation (B.1) porte le nom de repre´sentation
de Y , d’ou` le nom d’e´tape de repre´sentation attribue´ a` l’e´tape 1.
On notera que, d’apre`s ce qui pre´ce`de, une v.a. peut posse´der plusieurs repre´sen-
tations (par exemple les relations (B.4) et (B.5) pour une v.a. gaussienne). L’e´tape 3
est, quant a` elle, l’e´tape dite d’e´chantillonnage nume´rique . C’est cette dernie`re
qui porte ge´ne´ralement le nom d’algorithme de simulation .
B.2 Variable ale´atoire uniforme
B.2.1 Caracte´risation probabiliste
Soient a et b deux re´els tels que a < b. Une v.a. Y uniforme sur [a, b] est une v.a.
dont la densite´ de probabilite´, la fonction de re´partition, la moyenne et l’e´cart-type
s’e´crivent, respectivement :
pY (y) =
1
b− a1[a,b] (y) ; y ∈ R (B.6)
FY (y) =
y − a
b− a1[a,b](y) + 1]b,+∞[ (y) ; y ∈ R (B.7)
mY =
b+ a
2
(B.8)
σY =
b− a
2
√
3
(B.9)
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B.2.2 Repre´sentation
Soit U une v.a. uniforme sur [0, 1]. Alors Y admet la repre´sentation :
Y = a+ (b− a)U (B.10)
B.2.3 Algorithme de simulation
D’apre`s (B.10), l’algorithme s’e´crit :
yj = a+ (b− a)uj ; j = 1, · · · , N (B.11)
ou` {uj}j=1,N est une N -famille de re´alisations inde´pendantes de U .
Remarque
Comme le montrent (B.6) et (B.7), une v.a. uniforme est comple`tement de´ter-
mine´e par la donne´e de son support [a, b].
Or, comme on peut le voir sur (B.8) et (B.9), la donne´e de ce support de´termine
de manie`re unique la moyenne et l’e´cart-type de la v.a.. Une telle v.a. est donc aussi
entie`rement caracte´rise´e par la donne´e de sa moyenne et de son e´cart-type. Ainsi,
une v.a. uniforme Y de moyenne mY et d’e´cart-type σY est une v.a. uniforme de
support [a, b], avec a et b donne´s par :
a = mY −
√
3σY (B.12)
b = mY +
√
3σY (B.13)
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relations tire´es de (B.8) et (B.9) en re´solvant ce syste`me en le couple (a, b). En
d’autres termes, il est e´quivalent de se donner une v.a. uniforme par son support
ou par sa moyenne et son e´cart-type : la donne´e du premier fixe les deux autres et
re´ciproquement.
B.3 Variable ale´atoire gaussienne standard
B.3.1 Caracte´risation probabiliste
Une v.a. X gaussienne standard est une v.a. dont la densite´ de probabilite´ et la
fonction de re´partition s’e´crivent, respectivement :
ϕ(x) =
1√
2pi
exp
(
−x
2
2
)
; x ∈ R (B.14)
Φ(x) =
1√
2pi
∫ x
−∞
exp
(
−u
2
2
)
du ; x ∈ R (B.15)
Une telle v.a. a une moyenne nulle et un e´cart-type unite´ :
mX = 0 (B.16)
σX = 1 (B.17)
B.3.2 Repre´sentation
Soit U = (U1, U2)
T une v.a. uniforme sur [0, 1]2 ; donc U1 et U2 sont inde´pen-
dantes et uniformes sur [0, 1]. Alors, X admet la repre´sentation :
X =
√
−2 lnU1 cos 2piU2 (B.18)
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B.3.3 Algorithme de simulation
D’apre`s (B.18), l’algorithme s’e´crit :
xj =
√
−2 lnuj1 cos 2piuj2 ; j = 1, · · · , N (B.19)
ou` {uj = (uj1, uj2)T}j=1,N est une N -famille de re´alisations inde´pendantes de la v.a.
U = (U1, U2)
T uniforme sur [0, 1]2.
Remarque
La relation (B.18) re´sulte d’un re´sultat bien connu duˆ a` Box et Muller [Ditlevsen 96],
stipulant que si U1 et U2 sont deux v.a. uniformes sur [0, 1] et inde´pendantes, alors
les v.a. :
{ √−2 lnU1 cos 2piU2√−2 lnU1 sin 2piU2 (B.20)
sont gaussiennes standards et inde´pendantes.
On de´duit de ce re´sultat que la v.a.
√−2 lnU1 sin 2piU2 peut e´galement eˆtre
choisie comme repre´sentation de X, et dans ce cas l’algorithme de simulation s’e´crit :
xj =
√
−2 lnuj1 sin 2piuj2 ; j = 1, · · · , N (B.21)
Mais on peut exploiter plus judicieusement un tel re´sultat pour la simulation.
En effet, comme les deux v.a. de´finies pas (B.20) sont deux repre´sentations inde´pen-
dantes de X, et comme U1 et U2, qui sont isonomes et inde´pendantes, peuvent eˆtre
conside´re´es comme des copies inde´pendantes d’une meˆme v.a. V uniforme sur [0, 1],
XiaoSu HU
Laboratoire de Me´canique et Inge´nieries
Universite´ Blaise Pascal & Institut Franc¸ais de Me´canique Avance´e
122 B.3. Variable ale´atoire gaussienne standard
en passant aux re´alisations dans (B.20) et en supposant N pair (hypothe`se ne nui-
sant aucunement a` la ge´ne´ralite´ car on peut toujours se ramener a` cette situation),
il vient :
{
x2k−1 =
√−2 ln v2k−1 cos 2piv2k
x2k =
√−2 ln v2k−1 sin 2piv2k ; k = 1, · · · ,
N
2
(B.22)
ou` {vj}j=1,N est une N -famille de re´alisations inde´pendantes de la v.a. V . L’inte´reˆt
d’un tel algorithme sur les algorithmes (B.19) et (B.21) est e´vident. En effet, ces
derniers peuvent se re´e´crire, respectivement :
xk =
√
−2 ln v2k−1 cos 2piv2k ; k = 1, · · · , N (B.23)
xk =
√
−2 ln v2k−1 sin 2piv2k ; k = 1, · · · , N (B.24)
ou` {vj}j=1,2N est une 2N -famille de re´alisations inde´pendantes de la v.a. uniforme
V pre´ce´dente.
Par conse´quent, pour simulerN re´alisations inde´pendantes deX, on voit qu’avec
l’algorithme (B.22) il faudra simuler N re´alisations inde´pendantes d’une v.a. uni-
forme sur [0, 1], donc faire appel N fois au ge´ne´rateur de nombres pseudo-ale´atoires,
alors qu’avec les algorithmes (B.23) et (B.24) il faudra en simuler 2N , donc faire
appel 2N fois au ge´ne´rateur.
Rappelons, pour terminer, une repre´sentation toujours possible de X, a` savoir
sa repre´sentation standard :
X = Φ−1(V ) (B.25)
avec V uniforme sur [0, 1] et Φ donne´e par (B.15), qui conduit a` l’algorithme de
simulation :
xj = Φ−1(vj) ; j = 1, · · · , N (B.26)
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ou` {vj}j=1,N est une N -famille de re´alisations inde´pendantes de V .
Bien entendu, un tel algorithme ne sera efficace que si l’on dispose d’une proce´-
dure nume´rique performante (i.e. pre´cise et rapide) pour le calcul de Φ−1.
B.4 Variable ale´atoire gaussienne
B.4.1 Caracte´risation probabiliste
Une v.a. Y gaussienne de moyenne mY et d’e´cart-type σY est une v.a. dont la
densite´ de probabilite´ et la fonction de re´partition s’e´crivent, respectivement :
pY (y) =
1
σY
√
2pi
exp
(
−(y −mY )
2
2σ2Y
)
=
1
σY
ϕ
(
y −mY
σY
)
; y ∈ R (B.27)
FY (y) =
1
σY
√
2pi
∫ y
−∞
exp
(
−(u−mY )
2
2σ2Y
)
du = Φ
(
y −mY
σY
)
; y ∈ R (B.28)
avec ϕ et Φ donne´es par (B.14) et (B.15).
Une telle v.a. peut s’e´crire :
Y = mY + σYX (B.29)
ou` X est une v.a. gaussienne standard.
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B.4.2 Repre´sentation
Compte tenu de (B.29) et des re´sultats du paragraphe B.3, Y admet les repre´-
sentations suivantes, qui ne sont pas uniques bien entendu :
Y = mY + σY
√
−2 lnU1 cos 2piU2 (B.30)
Y = mY + σY
√
−2 lnU1 sin 2piU2 (B.31)
Y = mY + σY Φ
−1(V ) (B.32)
ou` U = (U1, U2)
T est une v.a. uniforme sur [0, 1]2 et V une v.a. uniforme sur [0, 1].
B.4.3 Algorithme de simulation
De (B.30), (B.31), (B.32) et des re´sultats du paragraphe pre´ce´dent, on tire les
quatre algorithmes suivants :
yk = mY + σY
√
−2 ln v2k−1 cos 2piv2k ; k = 1, · · · , N (B.33)
yk = mY + σY
√
−2 ln v2k−1 sin 2piv2k ; k = 1, · · · , N (B.34)
{
y2k−1 = mY + σY
√−2 ln v2k−1 cos 2piv2k
y2k = mY + σY
√−2 ln v2k−1 sin 2piv2k ; k = 1, · · · ,
N
2
(B.35)
yk = mY + σY Φ
−1(vk) ; k = 1, · · · , N (B.36)
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Dans l’algorithme (B.35), N est suppose´ pair. Dans les algorithme (B.33) et
(B.34), {vj}j=1,2N est une 2N -famille de re´alisations inde´pendantes d’une v.a. V
uniforme sur [0, 1]. Dans les algorithmes (B.35) et (B.36), {vj}j=1,N est une N -
famille de re´alisations inde´pendantes de la meˆme v.a..
Remarque
Comme habituellement, on notera : Y ∼ N (mY , σ2Y ) une v.a. Y gaussienne de
moyenne mY et de variance σ
2
Y . Une v.a. X gaussienne standard sera alors naturel-
lement note´e : X ∼ N (0, 1).
B.5 Variable ale´atoire gaussienne tronque´e
B.5.1 Caracte´risation probabiliste
Soient a et b deux re´els tels que a < b et soit S une v.a. gaussienne de moyenne
m et d’e´cart-type σ : S ∼ N (m,σ2). Une v.a. Y est dite suivre une loi gaussienne
tronque´e de souche S et de support [a, b] si sa densite´ de probabilite´ et sa fonction
de re´partition s’e´crivent, respectivement :
pY (y) =
pS(y)
FS(b)− FS(a)1[a,b] (y) ; y ∈ R (B.37)
FY (y) =
FS(y)− FS(a)
FS(b)− FS(a)1[a,b](y) + 1]b,+∞[ (y) ; y ∈ R (B.38)
ou` pS et FS sont respectivement la densite´ de probabilite´ et la fonction de re´partition
de S :
pS(z) =
1
σ
√
2pi
exp
(
−(z −m)
2
2σ2
)
=
1
σ
ϕ
(
z −m
σ
)
; z ∈ R (B.39)
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FS(z) =
1
σ
√
2pi
∫ z
−∞
exp
(
−(u−m)
2
2σ2
)
du = Φ
(
z −m
σ
)
; z ∈ R (B.40)
ou` ϕ et Φ sont donne´es par (B.14) et (B.15).
Une telle v.a. Y a pour moyenne et e´cart-type :
mY = m
(
1−
σ
m
(
ϕ
(
b−m
σ
)− ϕ (a−m
σ
))
Φ
(
b−m
σ
)− Φ (a−m
σ
) ) (B.41)
σY = σ
1− b−mσ ϕ ( b−mσ )− a−mσ ϕ (a−mσ )
Φ
(
b−m
σ
)− Φ (a−m
σ
) −(ϕ ( b−mσ )− ϕ (a−mσ )
Φ
(
b−m
σ
)− Φ (a−m
σ
))2
1/2 (B.42)
Observons que si X est une v.a. gaussienne standard, donc de fonction de re´-
partition Φ, alors on a l’e´galite´ en loi :
FY (Y ) = Φ(X) (B.43)
avec Φ donne´e par l’e´quation (B.15) et FY par l’e´quation (B.38).
De l’e´quation (B.43) on tire :
Y = F−Y (Φ(X)) (B.44)
ou` F−Y est l’inverse ge´ne´ralise´ de FY , de´fini par :
F−Y (u) = sup {y : FY (y) ≤ u} = inf {y : FY (y) ≥ u} ; u ∈ [0, 1] (B.45)
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et qui ve´rifie, en particulier :
F−Y (1) = sup {y : FY (y) ≤ 1} = inf {y : FY (y) ≥ 1} = b (B.46)
F−Y (0) = sup {y : FY (y) ≤ 0} = inf {y : FY (y) ≥ 0} = a (B.47)
Compte tenu des relations (B.38) et (B.40), (B.44) se re´e´crit alors, tous calculs
faits :
Y = m+ σΦ−1
(
Φ
(
a−m
σ
)
+
(
Φ
(
b−m
σ
)
− Φ
(
a−m
σ
))
Φ(X)
)
(B.48)
B.5.2 Repre´sentation
La v.a. X e´tant gaussienne standard, Φ(X) est une v.a. uniforme sur [0, 1]. Par
suite, d’apre`s l’e´quation (B.48), une repre´sentation possible de Y est :
Y = m+ σΦ−1
(
Φ
(
a−m
σ
)
+
(
Φ
(
b−m
σ
)
− Φ
(
a−m
σ
))
U
)
(B.49)
avec U uniforme sur [0, 1].
B.5.3 Algorithme de simulation
L’algorithme le plus direct est celui base´ sur l’e´quation (B.49) :
yj = m+ σΦ−1
(
Φ
(
a−m
σ
)
+
(
Φ
(
b−m
σ
)
− Φ
(
a−m
σ
))
uj
)
; j = 1, · · · , N
(B.50)
XiaoSu HU
Laboratoire de Me´canique et Inge´nieries
Universite´ Blaise Pascal & Institut Franc¸ais de Me´canique Avance´e
128 B.5. Variable ale´atoire gaussienne tronque´e
Une autre possibilite´, et qui e´vite le calcul de Φ−1, est d’utiliser l’algorithme
d’acceptation-rejet suivant.
Soient U et Z deux v.a. scalaires continues posse´dant les proprie´te´s suivantes :
(a) elles sont inde´pendantes ;
(b) U est uniforme sur [0, 1] ;
(c) Z est facile a` simuler ;
(d) le support de la densite´ de probabilite´ pZ de Z contient celui [a, b] de pY ;
(e) il existe un re´el M ≥ 1 tel que, ∀y ∈ R : pY (y) ≤MpZ(y).
L’algorithme est alors organise´ comme suit :
(1) soient zk une re´alisation de Z et uk une re´alisation de U ;
(2) on forme pY (z
k)
MpZ(zk)
et on fait le test : uk ≤ pY (zk)
MpZ(zk)
;
(3) si l’ine´galite´ est ve´rifie´e(acceptation), on pose : yk = zk ;
(4) si l’ine´galite´ n’est pas ve´rifie´e (rejet), on retourne a` l’e´tape (1).
L’algorithme est stoppe´ lorsque les N re´alisations cherche´es {yj}j=1,N de Y sont
obtenues.
On montre que la probabilite´ d’acceptation est de 1/M . Par conse´quent, lors
du choix de la v.a. Z, il faut veiller non seulement a` ce que ses proprie´te´s (c), (d) et
(e) soient satisfaites, mais e´galement a` ce qu’elle soit telle que la valeur du rapport
1/M soit le plus proche possible de 1.
Un choix possible ici est le suivant : Z ∼ N (m,σ2), donc pZ = pS, ou` pS est la
densite´ de probabilite´ gaussienne donne´e par (B.39).
Avec un tel choix, la condition (e) conduit a` : M ≥ (Φ ( b−m
σ
)− Φ (a−m
σ
))−1
et
on peut alors prendre :
M =
1
Φ
(
b−m
σ
)− Φ (a−m
σ
) (B.51)
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avec une probabilite´ d’acceptation de Φ
(
b−m
σ
) − Φ (a−m
σ
)
et donc de rejet de 1 −(
Φ
(
b−m
σ
)− Φ (a−m
σ
))
.
L’algorithme se re´duit alors a` :
(1) soit zk une re´alisation de Z ;
(2) on fait le test : zk ∈ [a, b] ;
(3) si le test est positif, on pose yk = zk ;
(4) si le test est ne´gatif, on retourne a` l’e´tape (1).
Il ne ne´cessite ainsi que de savoir simuler une v.a. gaussienne de moyenne et
e´cart-type donne´s (la v.a. Z ∼ N (m,σ2)), ce que l’on sait faire sans difficulte´ (cf.
§B.4.3).
Remarque
Un cas particulier important est celui ou` :
m = 0, b > 0, a = −b (B.52)
Dans ce cas, les relations (B.37) a` (B.40), (B.41), (B.42) et (B.48) a` (B.50)
deviennent :
pY (y) =
pS(y)
FS(b)− FS(−b)1[−b,b] (y) ; y ∈ R (B.53)
FY (y) =
FS(y)− FS(−b)
FS(b)− FS(−b)1[−b,b](y) + 1]b,+∞[ (y) ; y ∈ R (B.54)
pS(z) =
1
σ
√
2pi
exp
(
− z
2
2σ2
)
=
1
σ
ϕ
( z
σ
)
; z ∈ R (B.55)
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FS(z) =
1
σ
√
2pi
∫ z
−∞
exp
(
− u
2
2σ2
)
du = Φ
( z
σ
)
; z ∈ R (B.56)
mY = 0 (B.57)
σY = σ
(
1− 2
b
σ
ϕ
(
b
σ
)
Φ
(
b
σ
)− Φ (− b
σ
))1/2 (B.58)
Y = σΦ−1
(
Φ
(
− b
σ
)
+
(
Φ
(
b
σ
)
− Φ
(
− b
σ
))
Φ(X)
)
(B.59)
Y = σΦ−1
(
Φ
(
− b
σ
)
+
(
Φ
(
b
σ
)
− Φ
(
− b
σ
))
U
)
(B.60)
yj = σΦ−1
(
Φ
(
− b
σ
)
+
(
Φ
(
b
σ
)
− Φ
(
− b
σ
))
uj
)
; j = 1, · · · , N (B.61)
La v.a. Y est alors dite gaussienne tronque´e centre´e, d’e´cart-type σY et de sup-
port [−b, b].
B.6 Variable ale´atoire lognormale
B.6.1 Caracte´risation probabiliste
Une v.a. Y lognormale de moyenne mY et d’e´cart-type σY est une v.a. dont la
densite´ de probabilite´ et la fonction de re´partition s’e´crivent, respectivement :
pY (y) =
1
yσ
√
2pi
exp
(
−(ln y −m)
2
2σ2
)
1R∗+(y) =
1
yσ
ϕ
(
ln y −m
σ
)
1R∗+ (y) ; y ∈ R
(B.62)
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FY (y) =
∫ y
−∞
pY (u)du = Φ
(
ln y −m
σ
)
1R∗+ (y) ; y ∈ R (B.63)
avec :
m = ln
(
mY√
1 + v2Y
)
; σ =
√
ln (1 + v2Y ); vY =
σY
mY
(B.64)
et ou` les fonctions ϕ et Φ sont donne´es par (B.14) et (B.15). De plus, si X est une
v.a. gaussienne standard (i.e. X ∼ N (0, 1) ), alors Y satisfait l’e´galite´ en loi :
Y = exp(m+ σX) (B.65)
avec m et σ donne´s par (B.64).
B.6.2 Repre´sentation
D’apre`s (B.65) et en utilisant les re´sultats du paragraphe B.3, plusieurs repre´-
sentations sont possibles. Citons les trois plus courantes :
Y = exp(m+ σ
√
−2 lnU1 cos 2piU2) (B.66)
Y = exp(m+ σ
√
−2 lnU1 sin 2piU2) (B.67)
Y = exp(m+ σΦ−1(U)) (B.68)
ou` dans (B.68), la v.a. U est uniforme sur [0, 1] et dans (B.66) et (B.67) les v.a. U1
et U2 sont uniformes sur [0, 1] et inde´pendantes.
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B.6.3 Algorithme de simulation
En nous appuyant a` nouveau sur les re´sultats du paragraphe B.3 et en tenant
compte de (B.66), (B.67) et (B.68), nous pouvons exhiber quatre algorithmes :
yk = exp
(
m+ σ
√
−2 ln v2k−1 cos 2piv2k
)
; k = 1, · · · , N (B.69)
yk = exp
(
m+ σ
√
−2 ln v2k−1 sin 2piv2k
)
; k = 1, · · · , N (B.70)
 y
2k−1 = exp
(
m+ σ
√−2 ln v2k−1 cos 2piv2k
)
y2k = exp
(
m+ σ
√−2 ln v2k−1 sin 2piv2k
) ; k = 1, · · · , N
2
(B.71)
yk = exp
(
m+ σΦ−1(vk)
)
; k = 1, · · · , N (B.72)
ou` dans (B.71), N est pair, dans (B.69) et (B.70), {vj}j=1,2N est une 2N -famille de
re´alisations inde´pendantes d’une v.a. V uniforme sur [0, 1] et dans (B.71) et (B.72),
{vj}j=1,N est une N -famille de re´alisations inde´pendantes de la meˆme v.a..
Remarque
Comme habituellement, on notera : Y ∼ LN (mY , σ2Y ), une v.a. Y lognormale
de moyenne mY et de variance σ
2
Y .
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B.7 Variable ale´atoire lognormale tronque´e
B.7.1 Caracte´risation probabiliste
Soient a et b deux re´els positifs tels que a < b et soit L une v.a. lognormale de
moyenne µ et d’e´cart-type s : L ∼ LN (µ, s2). Une telle v.a. a donc pour densite´ de
probabilite´ et fonction de re´partition, respectivement :
pL(z) =
1
zσ
√
2pi
exp
(
−(ln z −m)
2
2σ2
)
1R∗+(z) =
1
zσ
ϕ
(
ln z −m
σ
)
1R∗+(z) ; z ∈ R
(B.73)
FL(z) =
∫ z
−∞
pL(u)du = Φ
(
ln z −m
σ
)
1R∗+ (z) ; z ∈ R (B.74)
avec ϕ et Φ donne´es par (B.14) et (B.15), et m et σ par :
m = ln
(
µ√
1 + υ2
)
; σ =
√
ln(1 + υ2) ; υ =
s
µ
(B.75)
De plus, elle ve´rifie l’e´galite´ en loi :
L = exp (m+ σX) (B.76)
ou` X ∼ N (0, 1).
Une v.a. Y est alors dite suivre une loi lognormale tronque´e de souche L et
de support [a, b] si sa densite´ de probabilite´ et sa fonction de re´partition s’e´crivent,
respectivement :
pY (y) =
pL(y)
FL(b)− FL(a)1[a,b] (y) ; y ∈ R (B.77)
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FY (y) =
FL(y)− FL(a)
FL(b)− FL(a)1[a,b](y) + 1]b,+∞[ (y) ; y ∈ R (B.78)
avec pL et FL donne´es par (B.73) et (B.74).
Une telle v.a. a pour moyenne et coefficient de variation :
mY = µ(B1 − A1)(B0 − A0)−1 (B.79)
υY =
√
(1 + υ2)(B0 − A0)(B2 − A2)(B1 − A1)−2 − 1 (B.80)
avec :
A0 = Φ
(
ln a−m
σ
)
, B0 = Φ
(
ln b−m
σ
)
(B.81)
A1 = Φ
(
ln a−m
σ
− σ
)
, B1 = Φ
(
ln b−m
σ
− σ
)
(B.82)
A2 = Φ
(
ln a−m
σ
− 2σ
)
, B2 = Φ
(
ln b−m
σ
− 2σ
)
(B.83)
ou` m, σ et υ sont donne´s par (B.75).
De plus, de l’e´galite´ en loi :
FY (Y ) = Φ(X) (B.84)
avec X ∼ N (0, 1) et FX donne´e par (B.78), on tire :
Y = exp
(
m+ σΦ−1 (A0 + (B0 − A0) Φ (X))
)
(B.85)
avec A0 et B0 donne´s par (B.81).
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B.7.2 Repre´sentation
La v.a. X dans (B.85) e´tant gaussienne standard, Φ(X) est uniforme sur [0, 1].
Par suite, d’apre`s la relation (B.85), une repre´sentation possible de Y est :
Y = exp
(
m+ σΦ−1 (A0 + (B0 − A0)U)
)
(B.86)
avec U uniforme sur [0, 1].
B.7.3 Algorithme de simulation
L’algorithme le plus direct est celui base´ sur la repre´sentation (B.86) :
yj = exp
(
m+ σΦ−1
(
A0 + (B0 − A0)uj
))
; j = 1, · · · , N (B.87)
avec {uj}j=1,N , un N -e´chantillon de re´alisations simule´es de U .
Mais on peut e´galement, comme au paragraphe (B.5.3), utiliser un algorithme
de type acceptation-rejet.
Soient U et Z deux v.a. scalaires, ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
(a) elles sont inde´pendantes ;
(b) U est uniforme sur [0, 1] ;
(c) Z est facile a` simuler ;
(d) le support de la densite´ de probabilite´ pZ de Z contient celui [a, b] de pY ;
(e) il existe un re´el M ≥ 1 tel que, ∀y ∈ R : pY (y) ≤MpZ(y).
L’algorithme fonctionne alors comme suit :
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(1) soient zk une re´alisation de Z et uk une re´alisation de U ;
(2) on forme pY (z
k)
MpZ(zk)
et on fait le test : uk ≤ pY (zk)
MpZ(zk)
;
(3) si l’ine´galite´ est ve´rifie´e (acceptation), on pose : yk = zk ;
(4) si l’ine´galite´ n’est pas ve´rifie´e (rejet), on retourne a` l’e´tape (1).
L’algorithme est stoppe´ lorsque les N re´alisations cherche´es {yj}j=1,N de Y ont
e´te´ obtenues.
La probabilite´ d’acceptation est de 1/M . Par conse´quent, le choix de la v.a. Z
doit eˆtre guide´ non seulement par la ve´rification des proprie´te´s (c), (d) et (e), mais
e´galement par la ne´cessite´ d’obtenir un rapport 1/M proche de 1.
Un choix possible ici est le suivant : Z ∼LN (µ, s2), donc pZ = pL, ou` pL est la
densite´ de probabilite´ lognormale donne´e par (B.73).
Avec ce choix, la condition (e) conduit a` : M ≥ (B0 − A0)−1, avec A0 et B0
donne´s par (B.81). On peut alors prendre :
M =
1
B0 − A0 (B.88)
avec une probabilite´ d’acceptation de B0 − A0, et donc de rejet de 1 − (B0 − A0).
Par suite, l’algorithme se rame`ne a` :
(1) soit zk une re´alisation de Z ;
(2) on fait le test : zk ∈ [a, b] ;
(3) si le test est positif, on pose yk = zk ;
(4) si le test est ne´gatif, on retourne a` l’e´tape (1).
Il ne´cessite donc seulement de savoir simuler une v.a. lognormale de moyenne et
e´cart-type donne´s (la v.a. Z ∼ LN (µ, s2)), ce que l’on sait faire sans difficulte´ (cf.
§B.6.3).
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Remarque
Un cas particulier important est celui ou` :
a = 0 (B.89)
Dans ce cas :
A0 = A1 = A2 = 0 (B.90)
et les relations (B.77) a` (B.80) et (B.85) a` (B.87) deviennent :
pY (y) = B
−1
0 pL(y)1[0,b] (y) ; y ∈ R (B.91)
FY (y) = B
−1
0 FL(y)1[0,b](y) + 1]b,+∞[ (y) ; y ∈ R (B.92)
mY = µB1B
−1
0 (B.93)
υY =
√
(1 + υ2)B0B2B
−2
1 − 1 (B.94)
Y = exp
(
m+ σΦ−1 (B0Φ (X))
)
(B.95)
Y = exp
(
m+ σΦ−1 (B0U)
)
(B.96)
yj = exp
(
m+ σΦ−1
(
B0u
j
))
; j = 1, · · · , N (B.97)
avec B0,B1 et B2 donne´s par (B.81), (B.82) et (B.83) respectivement.
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Annexe C
Me´thodes de Monte-Carlo utilise´es
pour le calcul de la probabilite´ de
de´faillance
Rappelons qu’il s’agit de calculer la probabilite´ :
Pf = P (X ∈ ∆f ) =
∫
R2
1∆f (x)ϕ2 (x) dx (C.1)
ou` X = (X1, X2)
T est un vecteur ale´atoire gaussien standard bidimensionnel, ϕ2 est
sa densite´ de probabilite´, telle que, ∀x = (x1, x2)T ∈ R2 :
ϕ2 (x) =
1
2pi
exp
(
−x
2
1 + x
2
2
2
)
(C.2)
et ∆f est le domaine de´faillance de´fini par :
∆f =
{
x ∈ R2 : Γ(x) ≤ 0} (C.3)
avec Γ la fonction d’e´tat-limite telle que Γ(O) > 0 (i.e. le point origine O n’appartient
pas a` ∆f ).
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Pour cela, nous avons utilise´ trois me´thodes de Monte-Carlo dont nous allons
brie`vement rappeler le principe : la me´thode standard (ou brute), la me´thode base´e
sur l’e´chantillonnage d’importance et la me´thode base´e sur la simulation direction-
nelle [Ditlevsen 96, Fishman 96, Rubinstein 08].
C.1 Me´thode standard (ou brute)
Cette me´thode est base´e sur le fait que (C.1) n’est autre que l’e´criture explicite
de la relation :
Pf = E
[
1∆f (X)
]
(C.4)
ou` X = (X1, X2)
T est un vecteur ale´atoire gaussien standard bidimensionnel.
Par suite, un N -estimateur non biaise´ PˆNf de Pf est obtenu par :
PˆNf =
1
N
N∑
j=1
1∆f
(
Xj
)
(C.5)
ou` (Xj, 1 ≤ j ≤ N) est un N -e´chantillon de copies inde´pendantes de X.
Pour obtenir une N -approximation PNf de Pf , il suffit alors de construire une
re´alisation de PˆNf , laquelle s’obtient par :
PNf =
1
N
N∑
j=1
1∆f
(
xj
)
(C.6)
ou` (xj, 1 ≤ j ≤ N) est une N -famille de re´alisations inde´pendantes simule´es du
vecteur gaussien standard X.
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Soient, respectivement, mN et σ
2
N la moyenne et la variance de la v.a. Pˆ
N
f . Un
simple calcul montre que :

mN = E
[
PˆNf
]
= Pf
σ2N = E
[(
PˆNf −mN
)2]
= σ2/N
(C.7)
ou` σ2 est la variance de la v.a. 1∆f (X), qui a pour moyenne Pf d’apre`s (C.4) :
σ2 = E
[(
1∆f (X)− Pf
)2]
= E
[(
1∆f (X)
)2]− P 2f (C.8)
Or, E[
(
1∆f (X)
)2
] = E[1∆f (X)] = Pf . D’ou` :
σ2 = Pf (1− Pf ) (C.9)
Cette variance n’est pas connue mais peut eˆtre estime´e par :
S2N = P
N
f
(
1− PNf
)
(C.10)
avec PNf donne´e par (C.6).
Cette estime´e n’est autre qu’une re´alisation de l’estimateur Sˆ2N = Pˆ
N
f (1− PˆNf ),
ou` PˆNf est l’estimateur donne´ par (C.5).
Comme la v.a. 1∆f (X) est de carre´ inte´grable, sa variance σ
2 est finie et donc,
d’apre`s (C.7), σ2N → 0 quand N → +∞.
On peut alors montrer a` partir de ce re´sultat que la suite de v.a. (PˆNf )N converge
en probabilite´ vers E[PˆNf ] = Pf .
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On a donc, pour tout  > 0 :
lim
N→+∞
P
(
|PˆNf − Pf | ≥ 
)
= 0 (C.11)
Par ailleurs, d’apre`s le the´ore`me central limite, puisque les v.a. 1∆f (X
1), · · · ,1∆f (XN)
sont mutuellement inde´pendantes et de meˆme loi, la v.a. PˆNf de´finie par (C.5) suit
approximativement, pour N suffisamment grand, une loi gaussienne de moyenne mN
et de variance σ2N donne´es par (C.7).
Par conse´quent, la v.a. (PˆNf −Pf )/σN =
√
N(PˆNf −Pf )/σ est approximativement
distribue´e suivant la loi gaussienne standard N (0, 1).
Soit ηγ le γ-quantile de la loi N (0, 1), c’est-a`-dire le re´el tel que Φ (ηγ) = γ,
ou` Φ est la fonction de re´partition de la loi N (0, 1) (par exemple, ηγ = 1.645 pour
γ = 0.95). D’apre`s ce qui pre´ce`de, on a, pour tout re´el α tel que 0 ≤ α ≤ 1 :
P
(
PˆNf − η1−α2
σ√
N
≤ Pf ≤ PˆNf + η1−α2
σ√
N
)
≈ 1− α (C.12)
Cette relation de´finit l’intervalle de confiance de Pf au niveau de confiance
Pc = 1− α. Il est ale´atoire et s’e´crit :
IˆN1−α =
[
PˆNf − η1−α2
σ√
N
, PˆNf + η1−α2
σ√
N
]
(C.13)
En remplac¸ant dans (C.13) l’estimateur PˆNf par sa re´alisation P
N
f donne´e par
(C.6), on obtient la re´alisation IN1−α de Iˆ
N
1−α associe´e a` la re´alisation (x
j, 1 ≤ j ≤ N)
de l’e´chantillon (Xj, 1 ≤ j ≤ N) de X :
IN1−α =
[
PNf − η1−α2
σ√
N
, PNf + η1−α2
σ√
N
]
(C.14)
Dans (C.13) et (C.14) l’e´cart-type σ, qui n’est pas connu, doit eˆtre remplace´
par son estime´e SN donne´e par (C.10).
L’erreur d’estimation est mesure´e par l’e´cart-type d’e´chantillonnage σN donne´e
par (C.7). On peut donc voir qu’elle est en O(1/
√
N).
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C.2 Me´thode base´e sur l’e´chantillonnage d’impor-
tance
Soit g une densite´ de probabilite´ sur R2 dont le support contient le domaine de
de´faillance ∆f . Elle ne s’annule donc pas sur ∆f .
On peut alors e´crire Pf sous la forme :
Pf =
∫
R2
1∆f (x)
ϕ2(x)
g(x)
g(x)dx (C.15)
et par conse´quent on a :
Pf = E
[
1∆f (Y )
ϕ2(Y )
g(Y )
]
(C.16)
ou` Y = (Y1, Y2)
T est un vecteur ale´atoire bidimensionnel de densite´ de probabilite´
g.
Par suite, un N -estimateur non biaise´ PˆNf de Pf est obtenu par :
PˆNf =
1
N
N∑
j=1
1∆f
(
Y j
) ϕ2(Y j)
g(Y j)
(C.17)
ou` (Y j, 1 ≤ j ≤ N) est un N -e´chantillon de copies inde´pendantes de Y .
Une N -approximation PNf de Pf s’obtient alors en construisant une re´alisation
de la v.a. PˆNf , laquelle est obtenue par :
PNf =
1
N
N∑
j=1
1∆f
(
yj
) ϕ2(yj)
g(yj)
(C.18)
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ou` (yj, 1 ≤ j ≤ N) est une N -famille de re´alisations inde´pendantes de Y .
Le rapport :
W (y) =
ϕ2(y)
g(y)
(C.19)
est appele´ le taux de vraisemblance. En introduisant ce rapport dans (C.16) il vient :
Pf = E
[
1∆f (Y )W (Y )
]
(C.20)
Par ailleurs, en remarquant que :
E [W (Y )] =
∫
R2
W (y)g(y)dy =
∫
R2
ϕ2(y)
g(y)
g(y)dy =
∫
R2
ϕ2(y)dy = 1
(C.20) peut se re´e´crire :
Pf =
E
[
1∆f (Y )W (Y )
]
E [W (Y )]
(C.21)
Cette formule permet d’introduire un nouvel N -estimateur pour Pf :
PˆNf =
N∑
j=1
1∆f (Y
j)W (Y j)
N∑
j=1
W (Y j)
(C.22)
XiaoSu HU
Laboratoire de Me´canique et Inge´nieries
Universite´ Blaise Pascal & Institut Franc¸ais de Me´canique Avance´e
C. Me´thodes de Monte-Carlo utilise´es pour le calcul de la probabilite´ de de´faillance 145
et par suite une nouvelle N -approximation PNf de cette probabilite´ :
PNf =
N∑
j=1
wj1∆f (y
j)
N∑
j=1
wj
(C.23)
ou` nous avons pose´ :
wj = W (y
j) =
ϕ2(y
j)
g(yj)
(C.24)
et ou` (yj, 1 ≤ j ≤ N) est une N -famille de re´alisations inde´pendantes de Y .
Si la densite´ g est bien choisie, on montre que les approximations (C.18) et
(C.23) sont de meilleure qualite´ que l’approximation (C.6) (car alors les variances
des estimateurs (C.17) et (C.22) sont plus petites que la variance de l’estimateur
(C.5)).
Par ailleurs, en ge´ne´ral (mais ce n’est pas une re`gle absolue) l’approximation
ponde´re´e (C.23) est meilleure que l’approximation (C.18).
On notera en outre que, contrairement a` l’estimateur (C.17), l’estimateur (C.22)
est biaise´. Toutefois ce biais, qui de´pend de N , s’e´vanouit tre`s vite lorsque N croˆıt.
Notons enfin que le choix de la densite´ g doit obe´ir a` un crite`re fondamental :
celui de minimiser la variance de l’estimateur. Un choix courant dans notre cas est
d’opter pour une densite´ de probabilite´ gaussienne de matrice de covariance unite´
et centre´e au point de fonctionnement M∗. Mais, bien entendu, bien d’autres choix
sont possibles en fonction de la forme ge´ome´trique de ∆f .
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C.3 Me´thode base´e sur la simulation direction-
nelle
Cette me´thode est fonde´e sur l’ide´e de factoriser la probabilite´ de de´faillance
comme suit :
Pf = P (X ∈ ∆f ) = P (X ∈ ∆f/X ∈ Dc)P (X ∈ Dc) (C.25)
ou` Dc est le comple´mentaire dans R2 du disque D de R2, d’origine O et de rayon
βHL (donc D est tangent a` ∆f en M
∗) :
D =
{
x ∈ R2 : ||x||2 ≤ βHL
}
, Dc =
{
x ∈ R2 : ||x||2 > βHL
}
= R2\D
(C.26)
On est ainsi conduit a` calculer deux probabilite´s :
P1 = P (X ∈ ∆f/X ∈ Dc) (C.27)
P2 = P (X ∈ Dc) (C.28)
dont on remarquera que chacune est ne´cessairement plus grande que Pf , puisque leur
produit est e´gal a` Pf : c’est la premie`re raison du choix de la factorisation (C.25).
Or, comme X est gaussien standard sur R2, P2 n’est autre que la mesure gaus-
sienne canonique de Dc et on sait calculer exactement cette probabilite´ : c’est la
deuxie`me raison du choix de la factorisation (C.25).
On montre en effet que :
P2 = e
−β2HL/2 (C.29)
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Pour le calcul de P1, on utilise une me´thode de Monte-Carlo conditionnelle dont
le principe est le suivant.
Remarquons d’abord que cette probabilite´ peut se re´e´crire :
P1 = E
[
1∆f (Z)
]
(C.30)
ou` Z est un vecteur ale´atoire bidimensionnel distribue´ suivant la loi gaussienne
standard conditionne´e par l’appartenance a` Dc. Soit γDc2 cette loi. On a alors le
re´sultat remarquable suivant, qui est la troisie`me raison du choix de la factorisation
(C.25) :
γDc2 = σ1 ⊗R{r>βHL}2 (C.31)
ou` σ1 est la loi uniforme sur le cercle unite´ C1 = {x ∈ R2 : ||x||2 = 1} et R{r>βHL}2
la loi de Rayleigh d’ordre 2 sur R∗+ conditionne´e par l’appartenance au bore´lien
{r > βHL} =]βHL,+∞[ (rappelons que (C.31) signifie que si A1 de´signe la tribu
bore´lienne de C1 et B+1 celle de R∗+, alors, pour tout pave´ A×B de l’espace produit
(C1×R∗+,A1⊗B+1 ) : γDc2 (A×B) = σ1(A)R{r>βHL}2 (B)). Par conse´quent, γDc2 peut eˆtre
conside´re´e comme la loi sur (C1 ×R∗+, A1 ⊗B+1 ) d’un couple de variables ale´atoires
inde´pendantes dont l’une suit la loi σ1 sur (C1,A1) et l’autre la loi R{r>βHL}2 sur
(R∗+,B+1 ).
De ce re´sultat, il re´sulte que Z peut s’e´crire :
Z = RD (C.32)
ou` D est une v.a. vectorielle bidimensionnelle uniforme´ment distribue´e sur le cercle
unite´ de R2 et R est une v.a. scalaire inde´pendante de D et distribue´e suivant la loi
de Rayleigh d’ordre 2 conditionne´e par l’appartenance au bore´lien ]βHL,+∞[.
Par suite, P1 prend la forme :
P1 = E
[
1∆f (RD)
]
(C.33)
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et le calcul Monte-Carlo de cette probabilite´ va eˆtre base´ sur cette formule.
Soient (Rj, 1 ≤ j ≤ N) et (Dj, 1 ≤ j ≤ N) des N -e´chantillons de copies
inde´pendantes de R et D, respectivement, et soit PˆN1 le N -estimateur naturel non
biaise´ de P1 issu de (C.33), associe´ a` ces e´chantillons. Il s’e´crit :
PˆN1 =
1
N
N∑
j=1
1∆f
(
RjDj
)
(C.34)
Une N -approximation PN1 de P1 s’en de´duit en construisant une re´alisation de
cet estimateur, laquelle s’obtient par :
PN1 =
1
N
N∑
j=1
1∆f
(
rjdj
)
(C.35)
ou` (rj, 1 ≤ j ≤ N) et (dj, 1 ≤ j ≤ N) sont deux N -familles inde´pendantes de
re´alisations inde´pendantes simule´es de R et D, respectivement.
Tout le proble`me est donc de savoir simuler R et D. Pour cela on s’appuie sur
les deux re´sultats suivants :
R1 - Soit U1 une v.a. uniforme sur [0, 1]. Alors la v.a. :
R =
(
β2HL − 2 lnU1
)1/2
(C.36)
est distribue´e suivant une loi de Rayleigh d’ordre 2 conditionne´e par l’appartenance
au bore´lien ]βHL,+∞[.
R2 - Soit U2 une v.a. uniforme sur [0, 1]. Alors la v.a. vectorielle :
D = (cos 2piU2 , sin 2piU2)
T (C.37)
est uniforme´ment distribue´e sur le cercle unite´ de R2.
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Compte tenu de ces re´sultats, l’approximation (C.35) prend alors la forme :
PN1 =
1
N
N∑
j=1
1∆f
(
zj
)
(C.38)
avec, ∀j ∈ {1, · · · , N} :
zj =
((
β2HL − 2 lnuj1
)1/2
cos 2piuj2 ,
(
β2HL − 2 lnuj1
)1/2
sin 2piuj2
)T
(C.39)
ou` (uj = (uj1, u
j
2)
T , 1 ≤ j ≤ N) est une N -famille de re´alisations inde´pendantes
simule´es d’une v.a. vectorielle U = (U1, U2)
T uniforme sur [0, 1]2.
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Annexe D
Calcul des moments de la variable
ale´atoire de controˆle par
collocation stochastique
Le calcul de la moyenne : mW = E[W ] et des moments centre´s d’ordre k ≥ 2 :
µW,k = E[(W −mW )k] de la variable ale´atoire de controˆle W = Ψ(X), conduit a` des
calculs d’inte´grales de la forme :
I =
∫
R2
G (x)ϕ2 (x) dx (D.1)
avec x = (x1, x2)
T , dx = dx1dx2, ϕ2 la densite´ de la loi gaussienne standard sur R
2,
telle que :
ϕ2(x) =
1
2pi
exp
(
−x
2
1 + x
2
2
2
)
(D.2)
et G une application de R2 dans R telle que :
G (x) =
{
Ψ (x) si I = mW
(Ψ (x)−mW )k si I = µW,k (D.3)
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ou` Ψ = H ◦ T , avec H et T les applications de´finies par (2.21) et (3.20).
Tenant compte de ce que ϕ2 ve´rifie : ϕ2 = ϕ ⊗ ϕ, c’est-a`-dire, est telle que,
∀x = (x1, x2)T ∈ R2 :
ϕ2 (x) = ϕ (x1)ϕ (x2) (D.4)
avec ϕ la densite´ de la loi gaussienne standard sur R, donne´e par :
ϕ (x) =
1√
2pi
exp
(
−x
2
2
)
, x ∈ R (D.5)
nous avons choisi de calculer l’inte´grale (D.1) en utilisant la me´thode de collo-
cation stochastique. Cette me´thode est comple`tement de´taille´e dans la re´fe´rence
[Bressolette 10] et nous nous contenterons ici de rappeler la formule d’approxima-
tion nume´rique a` laquelle elle conduit, ainsi que les principales e´tapes de la de´marche
sur laquelle elle est fonde´e.
La formule d’approximation est la suivante :
I ≈ In1,n2 =
n1∑
j1=0
n2∑
j2=0
ωj1ωj2G (x1,j1 , x2,j2) (D.6)
ou`, ∀k ∈ {1, 2}, (xk,jk ; 0 ≤ jk ≤ nk) sont les points de collocation dans la direction
de la coordonne´e xk de x et (ωjk ; 0 ≤ jk ≤ nk) sont les poids associe´s a` ces points.
Les points (xk,jk ; 0 ≤ jk ≤ nk) sont les racines du polynoˆme d’Hermite
Hnk+1(ξ), ξ ∈ R. Les poids associe´s (ωjk ; 0 ≤ jk ≤ nk) sont solutions du sys-
te`me line´aire :
nk∑
jk=0
ωjkHik (xjk) = δik0 , ik = 0, · · · , nk (D.7)
ou` δpq est le symbole de Kronecker (i.e. δpq = 1 si p = q et δpq = 0 si p 6= q).
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La qualite´ de l’approximation de´pend bien e´videmment du choix des entiers
n1 et n2, c’est-a`-dire du nombre de points de collocation dans les directions des
coordonne´es x1 et x2 de x.
De tre`s bonne approximations sont ge´ne´ralement obtenues pour des valeurs de
n1 et n2 n’exce´dant pas 6, soit pour un nombre d’appels au mode`le e´le´ments finis
n’exce´dant pas 7× 7 = 49 (le nombre d’appels au mode`le e´le´ments finis correspond
au nombre de points ((x1,j1 , x2,j2) ; 0 ≤ j1 ≤ n1, 0 ≤ j2 ≤ n2) en lesquels il faut
e´valuer la fonction G, soit, d’apre`s (D.6) : (n1 + 1)(n2 + 1)).
Sachant que pour obtenir des approximations comparables a` l’aide de la me´thode
de Monte-Carlo standard, il faut environ 10000 appels au mode`le e´le´ments finis, on
comprend de`s lors tout l’inte´reˆt d’utiliser la me´thode de collation stochastique dans
notre cas.
A titre d’indication, rappelons la de´marche a` suivre pour obtenir l’approxima-
tion (D.6).
(a) On se donne un couple d’entiers (n1, n2) et on calcule les racines des poly-
noˆmes d’Hermite Hn1+1(ξ) et Hn2+1(ξ). Soient (x1,j1 ; 0 ≤ j1 ≤ n1) et (x2,j2 ; 0 ≤
j2 ≤ n2) ces racines. Ce sont les points de collocation dans les directions des cordon-
ne´es x1 et x2 de x, respectivement.
(b) On approxime la fonction G de (D.1) par la fonction Gn1,n2 telle que, ∀x =
(x1, x2)
T ∈ R2,
Gn1,n2 (x) =
n1∑
j1=0
n2∑
j2=0
λj1j2Ln1,j1 (x1)Ln2,j2 (x2) (D.8)
ou`, ∀k ∈ {1, 2}, Lnk,jk(ξ) est le polynoˆme de Lagrange d’ordre nk associe´ a` l’e´le´ment
xk,jk de la nk-famille (xk,jk ; 0 ≤ jk ≤ nk) des points de collocation relatifs a` la
coordonne´es xk de x :
Lnk,jk (ξ) =
nk∏
ik=0
ik 6=jk
ξ − xk,ik
xk,jk − xk,ik
, ξ ∈ R (D.9)
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(c) On impose a` l’approximation Gn1,n2 de co¨ıncider avec G aux points de
collocation ((x1,l1 , x2,l2) ; 0 ≤ l1 ≤ n1, 0 ≤ l2 ≤ n2). D’ou` les e´galite´s :
n1∑
j1=1
n2∑
j2=1
λj1j2Ln1,j1 (x1,l1)Ln2,j2 (x2,l2) = G
(
x1,l1 , x2,l2
)
; 0 ≤ l1 ≤ n1 , 0 ≤ l2 ≤ n2
(D.10)
desquelles on tire, en tenant compte de la proprie´te´ remarquable : Lnk,jk(xk,lk) = δjklk
des polynoˆmes de Lagrange :
λl1l2 = G (x1,l1 , x2,l2) ; 0 ≤ l1 ≤ n1 , 0 ≤ l2 ≤ n2 (D.11)
D’ou` la nouvelle expression de Gn1,n2 :
Gn1,n2 (x) =
n1∑
j1=0
n2∑
j2=0
G (x1,j1 , x2,j2)Ln1,j1 (x1)Ln2,j2 (x2) (D.12)
(d) On remplace G(x) par Gn1,n2(x) dans (D.1) et on tient compte de (D.4).
L’inte´grale I peut alors eˆtre approxime´e par :
I ≈ In1,n2 =
n1∑
j1=0
n2∑
j2=0
G (x1,j1 , x2,j2)
∫
R
Ln1,j1(x1)ϕ(x1)dx1
∫
R
Ln2,j2(x2)ϕ(x2)dx2
(D.13)
Or, par l’inte´gration de Gauss, on a exactement, ∀k ∈ {1, 2} :
∫
R
Lnk,jk(xk)ϕ(xk)dxk =
nk∑
ik=0
ωikLnk,jk (xik) = ωjk (D.14)
ou` (ωjk ; 0 ≤ jk ≤ nk) est la nk-famille des poids de Gauss associe´e a` la nk-famille
(xk,jk ; 0 ≤ jk ≤ nk) des points de collocation relatifs a` la cordonne´e xk de x, ces
poids e´tant solution du syste`me line´aire (D.7). En portant cette dernie`re relation
dans la pre´ce´dente, on retrouve bien l’approximation (D.6).
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Annexe E
Estimations d’une densite´ de
probabilite´ et d’une fonction de
re´partition a` partir d’un
e´chantillon nume´rique
E.1 Position du proble`me
a) On dispose d’un N -e´chantillon nume´rique ordonne´ εN = {y1, · · · , yN} de
re´alisations d’une variable ale´atoire re´elle Y absolument continue.
b) On veut construire a` partir de εN une estime´e de la densite´ de probabilite´
pY et de la fonction de re´partition FY de Y .
Bien entendu, le cardinal N de εN est suppose´ suffisant pour rendre raisonnable
la construction de ces estime´es.
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E.2 Subdivision du domaine d’estimation
Le domaine d’estimation est l’intervalle ferme´ D de R tel que :
D = [y1 , yN ] (E.1)
On se donne un entier strictement positif M petit devant N (i.e. M << N)
et on subdivise D en M intervalles D1, · · · , DM de meˆme longueur δ, tels que,
∀j ∈ JM = {1, · · · ,M} :
Dδj =
{
[y1 + (j − 1)δ , y1 + jδ [ si j ∈ JM−1 = {1, · · · ,M − 1}
[y1 + (M − 1)δ , y1 +Mδ] = [yN − δ , yN ] si j = M
(E.2)
On a donc :
D =
⋃
j∈JM
Dδj , D
δ
i
⋂
i,j∈JM
i 6=j
Dδj = ∅ (E.3)
et, ∀j ∈ JM :
δ = |Dδj | =
yN − y1
M
(E.4)
Notons que le choix d’une partition re´gulie`re de D n’est pas impe´ratif ici. Il n’a
en fait d’autre raison que de simplifier la mise en œuvre informatique des estime´es.
Si l’e´chantillon εN pre´sente une forte irre´gularite´ dans la re´partition de ses e´le´ments,
il est d’ailleurs pre´fe´rable d’avoir recours a` un fractionnement non re´gulier de D (i.e.
forme´ de M intervalles Dδ11 , · · · , DδMM de longueurs diffe´rentes δ1, · · · , δM) adapte´ a`
cette irre´gularite´. Les expressions des estime´es seront alors modifie´es par rapport au
cas re´gulier, mais de fac¸on minime comme nous le verrons plus loin.
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E.3 Estimations de pY et FY
A` chaque intervalle Dδj de la partition choisie de D, on associe le nombre N
δ
j
d’e´le´ments de εN lui appartenant. On obtient ainsi M entiers N
δ
1 , · · · , N δM ve´rifiant :
∑
j∈JM
N δj = N (E.5)
Les estime´es cherche´es de la densite´ de probabilite´ pY et de la fonction de re´-
partition FY sont alors de´finies respectivement par :
pNY (y) =
∑
j∈JM
N δj
Nδ
1Dδj (y) , y ∈ D (E.6)
FNY (y) =
∑
j∈JM
∑j
k=1N
δ
k
N
1Dδj (y) , y ∈ D (E.7)
ou` 1Dδj est la fonction indicatrice de D
δ
j .
Notons que dans le cas ou` la partition de D n’est pas re´gulie`re, mais est consti-
tue´e de M intervalles Dδ11 , · · · , DδMM de longueurs distinctes δ1, · · · , δM , les formules
(E.6) et (E.7) doivent eˆtre modifie´es en remplac¸ant N δj , D
δ
j par N
δj
j , D
δj
j dans (E.6)
et N δk , D
δ
j par N
δk
k , D
δj
j dans (E.7).
E.4 Repre´sentations graphiques des estime´es pNY
et FNY
A` chacune de ces estime´es, on peut associer deux types de repre´sentation gra-
phique relativement a` un repe`re orthogonal du plan affine (cf. Figures E.1 et E.2) :
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N
Y
Figure E.1 – Les deux repre´sentations graphiques de la densite´ de probabilite´ estime´e
Figure E.2 – Les deux repre´sentations graphiques de la fonction de re´partition estime´e
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a) la repre´sentation discontinue, qui n’est autre que son graphe (graphe d’une fonc-
tion en escalier),
b) la repre´sentation continue, obtenue en formant la ligne polygonale de sommets :
• (yj , pNY (yj)) , j ∈ JM , pour pNY
• (yj , FNY (yj)) , j ∈ JM , pour FNY (E.8)
ou`, ∀j ∈ JM , yj est l’abscisse du milieu de Dδj , telle que :
yj = y1 + (j −
1
2
)δ (E.9)
E.5 Autres estimations de pY
L’estimation (E.6) de pY n’est bien entendu pas unique. On peut en de´finir
bien d’autres qui sont d’ailleurs, en ge´ne´ral, de meilleure qualite´. Rappelons-en deux
importantes.
E.5.1 Estimation de Rosenblatt
Base´e sur le principe de la feneˆtre mobile, cette estimation est construite comme
suit. A tout y dans D = [y1, yN ], on associe la classe D
δ(y) centre´e sur y, de longueur
δ, telle que :
Dδ(y) =
[
y − δ
2
, y +
δ
2
]
(E.10)
et on note N δ(y) le nombre d’e´le´ments de εN = {y1, · · · , yN} appartenant a` Dδ(y).
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L’estime´e de Rosenblatt de pY relative a` l’e´chantillon εN est alors de´finie par :
pNY (y) =
N δ(y)
Nδ
, y ∈ R (E.11)
ce que l’on peut encore e´crire :
pNY (y) =
1
Nδ
N∑
i=1
1∆1/2
(
y − yi
δ
)
, y ∈ R (E.12)
avec ∆1/2 l’intervalle :
∆1/2 =
[
−1
2
,
1
2
]
(E.13)
Bien entendu, la qualite´ de l’estimation est fortement de´pendante de la longueur
δ de la feneˆtre glissante Dδ(y). En pratique, δ est choisie dans les limites suivantes :
1% ≤ δ|D| ≤ 30% (E.14)
ou` |D| = yN − y1.
E.5.2 Estimation a` noyau de Parzen
E´galement base´e sur le principe de la feneˆtre mobile, cette estimation est de´finie
par :
pNY (y) =
1
Nδ
N∑
i=1
K
(
y − yi
δ
)
, y ∈ R (E.15)
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ou` K, appele´ noyau de l’estimation, est une densite´ de probabilite´ sur R de support :
∆1 = [−1 , 1] (E.16)
et δ est un re´el > 0 a` choisir, appele´ parame`tre de lissage.
Les noyaux les plus couramment utilise´s sont les suivants :
– le noyau triangulaire :
K(u) = (1− |u|)1∆1(u) , u ∈ R (E.17)
– le noyau d’Epanechnikov :
K(u) =
3
4
(
1− u2)1∆1(u) , u ∈ R (E.18)
– le noyau de Turkey :
K(u) =
15
16
(
1− u2)2 1∆1(u) , u ∈ R (E.19)
– le noyau sinusoidal :
K(u) =
pi
4
cos
(pi
2
u
)
1∆1(u) , u ∈ R (E.20)
On peut e´galement utiliser des noyaux porte´s par R, comme par exemple le
noyau gaussien :
K(u) =
1√
2pi
exp
(
−u
2
2
)
, u ∈ R (E.21)
La constante de lissage δ de´termine la re´gularite´ de l’estime´e pNY : un δ trop
grand lisse trop, alors qu’un δ trop petit conduit a` une estimation tre`s chaotique.
Le choix du noyau est quant a` lui moins crucial.
Le gros avantage de l’estime´e (E.15) sur l’estime´e (E.12) est qu’elle est continue
(car le noyau K est continu), ce qui n’est bien e´videmment pas le cas de (E.12) du
fait de la pre´sence de la fonction indicatrice. L’estime´e (E.12) peut toujours eˆtre vue,
toutefois, comme un cas particulier (irre´gulier) de (E.15).
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